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Elliptische Funktionen

Meromorphe Funktionen

Begriff: Eine meromorphe Funktion auf D ist eine Abbildung
f:D— CU {0}

die um jeden Punkt von D eine Laurent-Entwicklung mit endlichem Hauptteil®

hat:
a—g

f(Z):m‘F“‘Za%la"’aO"'Zan(z_a)n
n>1

Ist dabei a_j, # 0 dann hat f eine Polstelle der Ordnung k. a_; gibt das Resi-
duum von f in a an:
resqf = a_4

alternativ: Eine Abbildung der Form
f:D— C=CuU/{oo}

mit folgenden Eigenschaften heift meromorphe Funktion:

1. Die Menge der Unendlichkeitsstellen
S = f~'(o0) = {a € D; f(a) = o0}
ist diskret in D.
2. Die Einschrankung

fo : D-8§5— C,
folz) = f()fiwzeD,z¢S,
ist analytisch.

3. Die Unendlichkeitsstellen von f sind Pole von fo.

Der Korper der meromorphen Funktionen

Ist D offen und zusammenhéngend, ist auch die Nullstellenmenge einer mero-
morphen Funktion diskret (aufler bei f = 0). Die Operationen werden folgen-
dermaflen bestimmt:

Die Summer zweier meromorpher Funktionen f und g ist folgendermaflen er-
klért: Zunéchst betrachtet man die analytische Funktion

F(2) +g(z) auf € — (SUT), S = f(00), T = g™ (c0) (1)

lder Teil mit negativem Exponenten



Diese hat in S UT nur auBerwesentliche’ (méglicherweise hebbare) Singula-
ritdten.

Wir setzen also:
(f+9)@) = lm(f(z)+9g(2))
( = oo, falls a ein Pol von f(z) + g(z) ist)
und erhalten so eine meromorphe Funktion
f+g:D—C.

Ahnlich definiert man f - g und den Quotienten f/g und erhélt so den Korper
der meromorphen Funktionen.

Definition: Eine Teilmenge L C C heiffit Gitter, wenn es zwei R-lineare un-
abhéngige’ , Vektoren® wy und wy in C gibt, so dass

L = Zw; + Zws = {mwy + nwe;m,n € Z}
gilt.

Abbildung 1: aus [Freitag, S.253]

Definition: Eine elliptische Funktion zum Gitter L ist eine meromorphe Funk-
tion B
f:C— C=CU{x}
mit der Eigenschaft
f(z+w)=f(z) flirw e Lund z € C.
Dabei geniigt es fiir die Erzeugenden w; und wy von L zu fordern

f(z+w1) = f(z +w2) = f(2).

Deswegen nennt man elliptische Funktionen auch doppelt periodisch.
Die Menge P der Polstellen einer elliptischen Funkltion ist selbst , periodisch®,
a€P=a+wePfirwe L.

Gleiches gilt fiir die Nullstellenmenge.

2 AuBerwesentlich heisst: Die Funktion ,flattert nicht in der Nihe der Singularitit wie
1
z.B. expz = Der Hauptteil hat endlich viele Summanden.
3Zwei komplexe Zahlen sind genau dann R-linear unabhingig, wenn beide von 0 verschieden
und ihr Quotient nicht reell ist.



Der Periodentorus

Sei f eine elliptische Funktion zum Gitter L. Wenn z und w zwei Punkte aus
C sind, deren Differenz in L enthalten ist, so gilt f(z) = f(w). Daher liegt es
nahe die Faktorgruppe C/L einzufiihren. Die Elemente dieser Faktorgruppe sind
Aquivalenzklassen mit folgende Aquivalenzrelation

z=wmod L<+= z—welL
Damit ist die Augivalenzklasse von z als
z]={weCw—-—z€L}=2+1L

bestimmt.

Die Definition
[2] + [w] := [z + w]
héingt 6ffenbar nicht vom Représentanten z oder w ab. Durch diese Addition

wird auf €/L eine Struktur als abelsche Gruppe definiert.

Ist f nun eine elliptische Funktion zum Gitter L, dann existiert eine eindeutig
besimmte Abbildung

f:¢c/L—T
so dass gilt

z € C — C
l ! I
z € C/L —7 C
Dabei gilt wieder, dass R
f(2]) = f(2)

nicht von der Wahl des Reprisentanten z abhingt.
Wir kénnen jetzt also f als Funktion of C/L betrachten.

Veranschaulichung: Jeder Punkt aus C/L hat einen Repriisentanten in der
Grundmasche F. Zwei Punkte w, z € F definieren genau dann denselben Punkt
in C/L, wenn sie iibereinstimmen oder auf dem Rand gegeniiberliegen. Ein
geomerisches Modell erhilt man also indem man die gegeniiberliegenden Seiten
miteinander verheftet:

1. Liouvillescher Satz

Elliptische Funktionen ohne Polstellen sind konstant

Beweis: Mit den Erzeugenden w; und ws von L bilden wir den Fundamental-
bereich, die Grundmasche bzw. das Periodenparallelogramm

F = {tiw1 + taws|0 < t1,t9, < 1}.
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Abbildung 2: Der Periodentorus: Abbildung aus [Freitag, S.255]

Offensichtlich existiert zu jedem Punkt z € C ein Gitterpunkt w € L, so dass
z —w € F ist. Damit nimmt jede elliptische Funktion ihre Werte schon im
Fundamentalbereich F an. Da F beschriankt und abgeschlossen ist, besitzt jede
stetige Funktion auf F ein Maximum. Eine elliptische Funktion ohne Pole ist
also auf F und damit auf C beschrankt und damit konstant, nach dem

Liouvillescher Satz iiber komplex beschrinkte
Funktionen

FEine komplexe Funktion, die auf ganz C beschrdnkt ist, ist konstant.

Beweis: Sei f eine komplex differenzierbare Funktion (einmal kompl. diffbar
= unendl. oft kompl. diffbar). Dann ist f als Taylor-Reihe darstellbar:

o ¢(h) (5
f) = T oy

k=0

Um den Funktionswert an der Stelle z auszurechnen, kann man auch einfach
das Umlaufintegral um z ausrechnen:

1 1
£G) = 55 § 10 7=
0K

Damit ist dann f*)(2):

f(k)(z> — k! %de

T 2mi | (C—2)(kHD
)



Die Standardabschéitzung fiir das Kurvenintegral von f ist definiert als

|%f| < LK) -cwenn |f(2)] < c fir alle z € 0K
5K

Fiir £ = 1 und einen Umlaufkreis der Lange 27r¢ folgt damit:

=L
'om

1f'(2) f (f(ozdg < %er% —0(r — o)

(—2)

K

Die Ableitung f’ ist aber genau dann 0, wenn f konstant ist.

2. Liouvillescher Satz

Ist f elliptisch zum Gitter L, so hat f mod L nur endlich viele Polstellen und

es gilt:
Z res, f =0

z mod L

Beweis: Man konstruiere zu L einen Fundamentalbereich (Grundmasche) F,
analog zum Periodentorus (s.0). Da Polstellenmenge von L diskret ist, gibt es
einen Wert a € C, so dass das Translat F, = a + F' keine Polstellen auf seinem
Rand hat.

Betrachte nun das Umlaufintegral §; Pk

a+o; +0,

a+o,

Abbildung 3: aus [Freitag, S.257]

Die Integralstiicke (a, a4w;) und (a4w;+ws, a+ws) sind gleich lang und werden
in entgegengesetzter Richtung durchlaufen. Weiterhin hat f auf beiden Stiicken
identische Werte, da f periodisch ist. Das gleiche gilt fiir (a + w1, a 4+ w1 + wa)
und (a + we, a). Also gilt:

]{f:0:27ri2reszf:2m' Z res, f
§F,

z€F, z mod L



3. Liouvillescher Satz

Ist f eine nicht konstante elliptische Funktion zum Gitter L, so nimmt f mod L
jeden Wert mit Vielfachheit gerechnet gleich oft an.

Beweis: Mit f ist auch f’ und damit auch g = fTI elliptisch.

Jetzt gilt es zwei Fille zu unterscheiden:

1. Fall Falls f einen Pol k-ter Ordnung in 2y hat, gilt:

fi

(Z*ZO)kf:flﬁf:m

mit f1(z0) # 0

f1 ist dann holomorph.

' Jiz = 20)" —k(z — 20)" ' f

=/ (z — 29)%
Damit ist dann f7/:
' Al—x)* =k —2) (2= %)
f (2 — 29)%F bil
_ hk
i (z—2)
= resZOfl =—-k<0

da % in zp holomorph ist, da fi(z9) # 0.
2. Fall Falls f eine Nullstelle I-ter Ordnung in zy hat, gilt:

f=(z=2)"fi, f1 holomorph, fi(20) # 0

Damit wird dann

fr=Uz—2)"""fi+(z—2)f
Also ist

I Iz —20)" 1+ (2 — 20)' f1
f (z—20)l N1
it

Z =20 * fi

Damit ist dann

!
resZ0f7 =[>0



Nach dem 2. Liouvilleschen Satz gilt

z res,f =0= Z Polstellenordnung = Z Nullstellenordnung

z mod L

Mit h = f + b gilt dieses nicht nur fiir die Nullstellen, sondern auch fiir jeden
anderen Wert von f.
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