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Einleitung

Wir betrachten im folgenden den einfachsten Fall der Hironaka Zerlegung, das ist der
Fall wenn Clz]' = C[fy,...,0,]. In diesem Fall wird der Invariantenring von n algebra-
isch unabhéngigen Invarianten erzeugt. Beispiele hierfiir sind die symmetrischen Gruppen
S, der n x n Matrizen. Bevor jedoch die Matrixgruppen charakterisiert werden koénnen,

deren Invarianten Polynomringe bilden, miissen noch einige Begriffe eingefiihrt werden.

Begriffsbestimmung

Reflexion Eine Matrix bzw. eine lineare Transformation © € GL(C"™) wird Reflexion ge-

nannt, wenn genau ein Eigenwert von 7 nicht 1 ist'. Diese Matrizen haben die Form:

0
Hyperebene ist. Die hier betrachteten Reflexionen werden manchmal auf , Pseudore-

0
< " | Eine Reflexion ¢ hat die Eigenschaft, dass die Abbildung o — id eine

flexionen* oder , generaliserte Reflexionen genannt®.

Reflexionsgruppe Eine endliche Gruppe wird Reflexionsgruppe genannt, wenn sie durch
Reflexionen entstanden ist. Die Eigenschaft eine Reflexionsgruppe zu sein, hingt

nicht von der abstrakten Gruppe, sondern ihrer Représentation ab.

!Das sind ,,generalisierte Reflexionen*, die iiblichen Reflexionen sind solche, bei denen der nte Eigenwert
-1 ist.



Hauptsatz (Shephard-Todd-Cevalley theorem)

Der Invariantenring C[x]! einer endlichen Marixgruppe I' C GL(C™) wird von n algebraisch
unabhéngigen homogenen Invarianten erzeugt, genau dann wenn I' eine Reflexionsgruppe

ist.

Der Kern der linearen Abbildung o — id ist eine Hyperfliche H, in C™. Sei dann L, das

lineare Polynom, wessen Nullstellenmenge H, ist (,whose zero set is the hyperplane®).

Lemma

Fiir alle Polyonme f € C[x] gilt, dass das lineare Polynom L, ein Teiler des Terms o f — f
ist.
Beweis
Sei v € C™ mit L,(v) = 0, dann gilt
veH,=ov=v= f(ov)— f(v)=0= (of — f)(v) =0 (1)

Da das lineare Polynom L, irreduzibel ist, impliziert Hilberts Nullstellensatz, dass o f — f

ein Vielfaches von L, ist.

Im folgenden sei I' € GL(C™) eine endliche Reflexionsgruppe. Sei weiterhin It das Ideal in

Clz], welches durch alle homogenen invarianten von positivem Grad gebildet wird.



Proposition

Seien hi, ho, ... h,, € Clx] homogene Polynome, seien gy, gs,. .., gm € C[z]' Invarianten,
and es gelte g1hy + gohs + ... gpmh,, = 0. Dann ist hy im Ideal I+, genau dann wenn ¢,
nicht im Ideal < go,... , g, > in Clz| liegt.

Beweis per vollstindiger Induktion iiber deg(h;)

Wenn hy = 0, dann liegt hy € Ir. Wenn deg(h;) = 0, dann ist hy eine Konstante und damit
liegt g1 €< go, ..., gm >. Also kénnen wir davon ausgehen, dass deg(hy) > 0 und dass die

Annahme wahr ist fiir kleinere Grade.

Sei nun g; €< ga,...,gm >. Sei 0 € I eine Reflexion. Dann gilt
> gi-(ohi) =a(d>_gi-hi) =0(0) =0
i=1 i=1

Durch das Lemma koénnen wir oh; als h; + L, - Bi, wobei le ein homogenes Polynom vom
Grad deg(h;) — 1 ist. Es ergibt sich

m m

O:Zgi'(hi+La'Hi):LU'Zgihi

=1 =1

Dadurch gilt glh~1 + 9252 4+ gml{m = 0. Nach Induktionsvorraussetzung ilt f;l € It und
damit ohy —hy = hy - L, € I,.

Nun sei m = 0105 ...0; ein beliebiges Element aus I', geschrieben als Produkt von Refle-

xionen. Da das Ideal Invariant unter I' ist gilt:

1
h}k—hl = <ﬁzﬂ-hl>_hl
1

= ﬁ(Z(Wll —h))

™

1
= ﬁ(Z(Z(Ul co.0i)(0ip1hy — hy))) € Ip

T 1=1

Womit h1 € [F hegt



L3 L3 “
»Hinrichtung

Nach Hilberts Basissatz existiert fiir das Ideal It ein Erzeugendensystem homogener Inva-
rianten {fi, f2, ..., fm} C Clz]. Das impliziert

C[x]r = C[f17f27'-'7fm]

nach Theorem 2.1.3.

Ist m jetzt minimal mit dieser Eigenschaft, dann miissen wir jetzt beweisen, dass m = n,

oder dquivalent, dass die Invarianten fi, fo, ..., f,, algebraisch unabhéngig iiber C' sind.

Beweis per Widerspruch: Angenommen es exisitert ein nicht-null Polynom g € Cly1, y2, - - -, Yn],
so dass g(f1, f2,---, fm) = 0 in Clz]. Wir diirfen annehmen, dass ¢ ist vom minima-
len Grad und dass alle Monome 2%'2% ... zi» vor dem Wegheben in der Entwicklung von
g(f1, fo,. .., fm) den selben Grad d := iy + iy + - - - + i,,. haben.

Fiir : = 1,2, ..., m betrachte nun die Invarianten:
og r
gi == (5_y)(f17f27"'7fm) € Clx]

Jedes solches g; hat entweder Grad 0 oder d — deg(f;). Da g(yi, ..., Ym) nicht konstant ist,
exisitert ein ¢ mit g; = (g—i(yb oy Ym) # 0, durch die Wahl von g. Sei nun I das Ideal in
Clz] welches von {g1, g2, . . ., gm } erzeugt wird und benenne die Elemente um, so dass I von
{91, 92, .., g} erzeugt wird, aber keiner echten Teilmenge. Fiir i = k+1,...,m schreiben
wir ¢g; = Z?:l hijg; wobei h;; entweder 0 ist, oder homogen vom Grad deg(g;) — deg(g;) =
deg(f;) — deg(fs).



Wir haben nun

6

0 = [(f1,f2,-~7f )]
& ik
k dﬂ m k
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i=1 i=k+1 j=1

- a3 nik
j=k+1
Da g1 €< gs,...,gr >, impliziert die Proposition

ofr of;
hjp—L €l
(51’5 + Z Jldxs r
j=k+1
firs=1,2,...,n
Mit xg multipliziert, iiber s summiert und die Euler Formel angewendet ergibt sich
= 5f1 & 5f]
2 gt > Y wsil
5$5 ) 1 5ZE5
€ <x1,...,x, > Ip

C <umifi,... xnf1>+<f27"'7fm>

= (degfi)f1 + Z hji(degf;) [;

Jj=k+1

Da aber deg(fi)f1 nicht in < z1f1,...,z,f1 > liegt, muss es in < fo,..., f, > liegen.

Damit wére m aber nicht minimal und der Beweis ist abgeschlossen.



