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Prefazione

Ciao Daniele, ho appena inoltrato il tuo lavoro al mio professore,
lui apprezza molto il progetto Matematica C3
e penso che la tua versione gli possa far comodo
soprattutto per i primi anni del nostro serale.
Gia I'anno scorso ha tentato I'adozione ufficiale del C3 normale,
ma, come precario, e riuscito a strappare solo una promessa,
promessa che verra mantenuta solo se tra un paio di settimane
(quando iniziera per me e per lui la scuola) lo rivedro in cattedra.
In ogni caso, che ci sia lui o no, proporro lo stesso al coordinatore il progetto C3,
“Software Libero, Conoscenza Libera, Scuola Libera”, giusto?
Buon lavoro,
Alice

Giusto, Alice.
La cosa importante & che il testo non sia considerato un oggetto scritto da altri, da un gruppo
di professori pit1 0 meno strambi, ma sia una traccia. Una traccia lasciata sul terreno di un
territorio sconosciuto, a volte inospitale a volte stupefacente.
Una traccia come quella scritta su una mappa del tesoro: un po” bruciacchiata consumata e
piena di incrostazioni. A volte incomprensibile, con degli errori che portano fuori pista, a
volte scritta male, con alcune parti mancanti oppure con alcune parti inutili che confondono.
Non seguire acriticamente la mappa, non fidarti del testo, leggilo con la penna in mano,
correggi, cambia, cancella e aggiungi, parlane in classe.
Contribuisci alla sua evoluzione.
Grazie, ciao.

Matematica C* Diversi anni fa, Antonio Bernardo ha avuto il coraggio di coordinare un
gruppo di insegnanti che mettendo insieme le proprie competenze hanno creato un testo
di matematica per il biennio dei licei scientifici: Matematica C3. Con grande generosita e
lungimiranza, il gruppo ha scelto di rilasciare il lavoro con una licenza Creative Commons
libera. Questa licenza permette a chiunque di riprodurre I'opera e divulgarla liberamente, ma
permette anche di creare altre opere derivate da Matematica C.

Specificita di questa versione Questa versione modifica Matematica C3 in modo da adattarlo
ai programmi delle scuole diverse dal liceo scientifico. Nell'organizzazione del testo si ¢ tenuto
conto delle indicazioni ministeriali per la matematica dei licei.

Viene dato pil1 spazio alla geometria nel piano cartesiano proponendo in prima: i punti, i
segmenti, le figure; in seconda: le rette. Le trasformazioni geometriche sono proposte sotto
forma di schede che guidano I'attivita di laboratorio di matematica. Nei numeri naturali viene
proposto 'uso di grafi ad albero nella soluzione delle espressioni e nella scomposizione in
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X Prefazione

fattori dei numeri. Nelle disequazioni, il centro dell’attenzione & posto nello studio del segno
di un’espressione.

Per quanto riguarda il tema dell’informatica, in prima viene presentato il foglio di calcolo
e la geometria della tartaruga mentre in seconda, la geometria interattiva con 1'uso di un
linguaggio di programmazione e di una apposita libreria grafica.

Adozione Questo manuale non vorrebbe essere adottato nel senso di essere scelfo dal collegio
docenti; vorrebbe essere adottato nel senso di essere preso in carico, da insegnanti, alunni,
famiglie, come un proprio progetto, bisognoso di cure e attenzioni. Ha senso adottarlo se
siamo disposti a contribuire alla sua crescita. Si puo contribuire in diversi modi: usando il
testo o anche solo qualche capitolo, magari per supportare attivita di recupero o per trattare
temi non presenti nel libro di testo in adozione; segnalando errori, parti scritte male o esercizi
non adeguati; proponendo cambiamenti alla struttura; scrivendo o riscrivendo parti del testo;
creando esercizi; realizzando illustrazioni.

Obiettivi Il progetto Matematica C3 ha per obiettivo la realizzazione di un manuale di mate-
matica, per tutto il percorso scolastico e per ogni tipo di scuola, scritto in forma collaborativa
e con licenza Creative Commons. Seguendo 'esempio di questa versione, altri insegnanti,
studenti, appassionati di matematica, potrebbero proporre delle modifiche per adattare il testo
alle esigenze di altri percorsi scolastici.

Supporti Matematica C3 & scaricabile dal sito www.matematicamente.it. Mentre il cantiere
in cui si lavora a questa versione si trova in: bitbucket.org/zambu/matematicadolce. B
disponile in formato elettronico pdf direttamente visualizzabile o stampabile. Sullo stesso sito
sono disponibili i sorgenti in I4TEX, che ne permettono la modifica. I diversi volumi che com-
pongono 'opera possono essere stampati, fotocopiati in proprio o stampati in tipografia per le
sole le parti che occorrono. Oppure puo essere usato in formato elettronico su pc, netbook,
tablet, smartphone. Puo essere proiettato direttamente sulla lavagna interattiva interagendo
con il testo, svolgendo direttamente esempi ed esercizi, personalizzando con gli alunni de-
finizioni ed enunciati; ricorrendo eventualmente a contenuti multimediali esterni presenti
sui siti internet, confrontando definizioni e teoremi su Wikipedia, cercando sull’enciclopedia
libera notizie storiche sugli autori, ricorrendo eventualmente a contenuti multimediali esterni
presenti sui siti internet (sul sito www.matematicamente.it sono disponibili gratuitamente
test interattivi e alcune videolezioni).

Daniele Zambelli


www.matematicamente.it
bitbucket.org/zambu/matematicadolce
www.matematicamente.it

Prefazione alla seconda edizione xi

Prefazione alla seconda edizione

Un anno di lavoro ha messo in luce alcuni errori che sono stati corretti, la nuova versione &
scaricabile da:

bitbucket.org/zambu/mc3_al_dolce_2ed

e

bitbucket.org/zambu/mc3_a2_dolce_2ed.

Ma, soprattutto, in questo anno & sorta una interessante opportunita: e stato finanziato un
progetto per tradurre il testo in braille. Il lavoro sta procedendo e alcuni capitoli sono gia stati
tradotti. Quanto fatto lo si puo trovare in:

oer.veia.it

Buon divertimento con la matematica!

Daniele Zambelli

Prefazione all’edizione 2016

Cambia il modo di indicare le edizioni.

Ma soprattutto & cambiata 'organizzazione del materiale: ora tutto il progetto & contenuto
in un unico repository.

Matematica Dolce, oltre ad essere un libro libero & anche polimorfo: ora & molto semplice
creare nuovi libri partendo dal materiale presente nel repository. Gia da quest’anno, oltre
alla versione orientata ai licei non scientifici, sta prendendo vita una versione per gli istituti
professionali. Il tutto & ospitato in:

bitbucket.org/zambu/matematicadolce

Quest’anno altri colleghi si sono uniti al progetto e un alunno ha fornito le immagini per le
copertine.

Per quanto riguarda i contenuti, riporto i principali cambiamenti:

la geometria & stata inserita nel testo di matematica;
nel terzo volume ¢ stato inserito un capitolo che introduce ai numeri Iperreali;
e stata riscritta la parte di linguaggio di programmazione per la geometria interattiva;
e stato aggiunto il quarto volume.
Abbiamo svolto un gran lavoro, ora e il momento di usarlo.
Buon divertimento con la matematica!

Daniele Zambelli

Prefazione all’edizione 2017

Raggiunto il traguardo dei cinque volumi: I'opera & completa!

Comunque, chi ha voglia di partecipare alla realizzazione di Matematica Dolce puo stare
tranquillo: ¢’¢ ancora molto lavoro da fare.

Buon divertimento con la matematica!

Daniele Zambelli


bitbucket.org/zambu/mc3_a1_dolce_2ed
bitbucket.org/zambu/mc3_a2_dolce_2ed
oer.veia.it
bitbucket.org/zambu/matematicadolce
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Prefazione all’edizione 2018

Sbozzata l'opera, c’@ molto lavoro di raspa per farla diventare uno strumento pit adatto
alle nostre esigenze.

Abbiamo cercato di asciugare un po’ il primo volume, abbiamo ridistribuito il materiale tra
la terza e la quarta e aggiunto, in quinta le variabili aleatorie e un nuovo modo di proporre le
funzioni, oltre ad apportare tutte le correzioni di errori segnalati e buona parte delle richieste
di miglioramenti.

Abbiamo “scoperto” che non c’@ modo di sapere dove il testo & stato adottato. Sarebbe
carino se chi lo ha adottato ce lo facesse sapere e contribuisse con segnalazioni di errori o
proposte di miglioramento.

I1 libro e vivo e libero solo se chi lo usa partecipa alla sua evoluzione. E questo progetto ha
senso solo se evolve.

Buon divertimento con la matematica!

Daniele Zambelli

Prefazione all’edizione 2019

Come usare i grafi ad albero per risolvere espressioni?

Negli insiemi, c’e qualcosa che varra effettivamente utilizzato negli anni seguenti?

Come evitare che da disequazione x> — 1 > 0 venga risolta al volo con x > £2?

Come disegnare una retta nel piano cartesiano in 10"? E una parabola senza fare calcoli?

Come mettere assieme linguaggio di programmazione, matematica e geometria?

Come iniziare le basi del calcolo infinitesimale in terza?

Questo testo & molto fuori standard e lontano dalla moda. E scritto da insegnanti che
amano imparare e condividere per insegnanti che amano imparare e sperimentare.

Buon divertimento con la matematica!

Daniele Zambelli
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Radicali

1.1 Dai numeri naturali ai numeri irrazionali

Nel volume Algebra 1 abbiamo presentato i diversi insiemi numerici. Li riprendiamo
brevemente per poi approfondire i numeri reali e le loro proprieta.

L'insieme dei numeri naturali racchiude i numeri che utilizziamo per contare; si indica nel
seguente modo:

N ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, .. .}

Su questi numeri sono definite le seguenti operazioni:

addizione: n + m ¢ il numero che si ottiene partendo da n e continuando a contare per
altre m unita;

sottrazione: n — m € il numero, se esiste, che addizionato a m da come risultato n;
moltiplicazione: n - m € il numero che si ottiene sommando n volte m, o meglio sommando
n addendi tutti uguali a m

divisione: n : m € il numero, se esiste, che moltiplicato per m da come risultato n;
potenza: n™ ¢ il numero che si ottiene moltiplicando m fattori tutti ugualian conm > 2,
ponendo nl=nen’=1;

radice: /m conn > 2 & il numero, se esiste, che elevato a n da come risultato m.

L’addizione, la moltiplicazione e la potenza sono definite su tutto 'insieme dei numeri
naturali, cioé dati due numeri naturali qualsiasi, n ed m, la somma n + m e il loro prodotto
1 - m e la loro potenza n™, escluso il caso 09, danno come risultato un numero naturale. Non
sempre invece, la differenza n — m, il quoziente n : m o la radice {/m di due numeri naturali
danno come risultato un numero naturale.

Tuttavia in molte situazioni vogliamo poter eseguire anche le sottrazioni, le divisioni
e le radici. Per poter eseguire sempre le sottrazioni abbiamo inventato un nuovo insieme
numerico: i numeri interi Z, per poter eseguire sempre (quasi) le divisioni abbiamo inventato
i numeri razionali IR, per poter eseguire (almeno in certi casi) la radice, dovremo inventare un
nuovo insieme numerico: I'insieme dei numeri reali R.

Con i numeri razionali, infatti, non & sempre possibile eseguire 1’estrazione di radice.
Consideriamo, ad esempio, V2, cioe il numero che elevato al quadrato da 2. La radice di due
€ un esempio particolarmente importante perché rappresenta la lunghezza della diagonale di
un quadrato di lato uno.
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La radice di due, non & un numero razionale, cioé non pud essere scritto né sotto forma di
frazione né sotto forma di numero decimale finito o periodico. Supponiamo che la radice di
due sia uguale ad un numero razionale scritto come emme fratto enne con emme e enne primi
fra di loro: ad esempio

NP

n
Se questo & vero, allora saranno vere anche le seguenti uguaglianze:
2=— e 2n? = m?

n
Questo vuol dire che m? & un numero pari ma allora anche m deve essere pari quindi pud
essere scritto come il doppio di un altro numero: m = 2k. sostituendolo nell'uguaglianza
precedente otteniamo:

2n? = (2k)? = 2n? =4k? = n? =2K?

Ma allora anche n? & un numero pari. Quindi se la radice di due fosse esprimibile come
rapporto tra due numeri, questi due numeri sarebbero contemporaneamente primi tra di loro
e pari e quindi: supporre che /2 sia un numero razionale porta a una contraddizione.

La radice di due non & un numero razionale, numeri di questo tipo si dicono numeri
irrazionali 'insieme di questi numeri ¢ indicato con il simbolo J.

Tornando al problema di calcolare della v/2 possiamo dire che 1 < v/2 < 2. Il valore cercato
evidentemente non € un numero intero. Abbiamo dimostrato sopra che non pud neppure
essere numero decimale finito. Compiliamo una tabella che contenga nella prima riga i numeri
con una sola cifra decimale compresi tra 1 e 2 e nella seconda riga i rispettivi quadrati:

x 1,1 12 13 14 15 16
x2 121 144 1,69 19 225 2,89

Osserviamo che il numero 2 &€ compreso tra 1, 42 e 1, 52, di conseguenza 1,4 < V2 < 1,5,
ma ancora non possiamo precisare il suo valore, anche se abbiamo ristretto l'intervallo in cui
si trova il punto K. Diciamo che 1,4 & un valore approssimato per difetto di v/2 mentre 1,5 &
un valore approssimato per eccesso; scrivendo v/2 = 1,4 oppure v/2 = 1,5 commettiamo un
errore minore di 1/10.

Per migliorare I’approssimazione e tentare di ottenere v/2 come numero razionale costruia-
mo la tabella dei numeri decimali con due cifre compresi tra 1,4 e 1,5:

x 141 1,42 1,43 1,44
x2  1,9881 2,0164 2,0049 2,0776

Ora possiamo dire che 1,41 & un valore approssimato per difetto di v/2 mentre 1,42 &
un valore approssimato per eccesso, con un errore dell’ordine di 1/100. Abbiamo quindi
migliorato I'approssimazione e di conseguenza abbiamo ristretto 1'intervallo in cui cade il
punto K, ma ancora non abbiamo trovato un numero razionale che sia uguale a /2.

Continuando con lo stesso procedimento costruiamo due classi di numeri razionali che
approssimano una per difetto e una per eccesso il numero cercato, restringendo ogni volta
I’ampiezza dell’intervallo in cui cade il punto K. Il procedimento puo continuare all’infinito e
le cifre decimali che troviamo non si ripetono periodicamente.
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Valore per difetto Numero Valore per eccesso  Ordine dell’errore

1 V2 2 100
1,4 V2 1,5 101
1,41 V2 1,42 102
1,414 V2 1,415 1073
1,4142 V2 1,4143 104
V2

Se andiamo avanti all'infinito, I'approssimazione per difetto diverra infinitamente vicina
all’approssimazione per eccesso. Possiamo pensare che tra questi due valori ci sia un numero.
Questo & un numero di un nuovo tipo, un numero reale: R.

1.2 | numeri reali

L'unione dei nueri razionali e dei numeri irrazionali da I'insieme dei numeri reali: R =
QU]J. Inumeri reali sono tutti quei numeri che si possono scrivere in forma decimale con un
numero finito o infinito di cifre, non necessariamente periodiche. Per esempio, la frazione

17
16 € uguale al numero decimale finito 1,0625. La frazione T ¢ uguale al numero decimale

periodico 0,9411764705882352.

Il numero 7 & invece un numero decimale a infinite cifre non periodico. Riportiamo alcune
cifre: 7t = 3, 141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197 169 399 375 105 820 974 944 592
307 816 406 286 ... Nonostante i numeri irrazionali siano stati scoperti dallo stesso Pitagora
o dai suoi allievi nel IV secolo a.C., solo nel XIX secolo Augustin-Louis Cauchy e Richard
Dedekind sono giunti a una formulazione rigorosa di numeri reali.

In effetti, assumere che i numeri reali sono tutti quelli che si possono scrivere in forma
decimale finita o infinita, comporta dei problemi. Per esempio, gli algoritmi per addizionare,
sottrarre e moltiplicare due numeri richiedono di cominciare dalla cifra piti a destra, cosa che
non & possibile per i numeri decimali che non finiscono mai.

Anche per i numeri reali, la retta puo rimanere un comodo modello visuale.

Postulato 1.1 (di continuita della retta). Esiste una corrispondenza biunivoca tra l'insieme dei
punti della retta (reale) e l'insieme R dei numeri reali.

Da questo postulato segue la possibilita di definire sulla retta un sistema di coordinate: ad
ogni punto corrisponde un numero reale (la sua ascissa) e viceversa ad ogni numero reale &
associato uno e un solo punto sulla retta. Analogamente nel piano il sistema di assi cartesiano
permette di realizzare una corrispondenza biunivoca tra coppie ordinate di numeri reali
(ascissa e ordinata) e punti. Cosi nello spazio a tre dimensioni possiamo associare i punti alle
terne ordinate di numeri ...

1.3 Valore assoluto

Si definisce valore assoluto di un numero reale a, indicato con |a|, il numero stesso se a e
positivo o nullo, il suo opposto se a & negativo.
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a ,se a=>0
la| = )
—a ,se a<0

I numero a si dice argomento del valore assoluto.
|-3]=3 [4+5/ =5 0] = 0.

1.3.1 Proprieta del valore assoluto

[x +yl < x|+ [yl: il valore assoluto della somma di due numeri & minore o uguale della
somma dei valori assoluti dei due numeri. Si ha 'uguaglianza solo quando i due numeri reali
hanno lo stesso segno, oppure quando almeno uno dei due numeri e nullo.

[x —y| < x| + [yl: il valore assoluto della differenza di due numeri & minore o uguale della
somma dei valori assoluti dei due numeri.

[x -yl = [x| - ly|: il valore assoluto del prodotto di due numerie uguale al prodotto dei valori

assoluti dei due numeri.
X x| . . - . .
" = ||y||: il valore assoluto del rapporto di due numeri e uguale al rapporto dei valori
assoluti dei due numeri.

In generale, se 'argomento del valore assoluto € una funzione f(x) si ha:

_ ) se f(x) >0
If(x)l_{ —f(x) ,se f(x)<0 "’

Esempio 1.1. Valore assoluto di numeri reali
|5+ 3| = |5| + |3] in entrambi i casi si ottiene 8

15+ (—3)| = 2 mentre |5| + |—3| = 8, pertanto |5+ (—3)| < 5]+ |-3|.

Nelle espressioni contenenti valori assoluti di argomento letterale si deve cercare di
eliminare il valore assoluto.

Esempio 1.2. Valore assoluto di argomento letterale
‘x2| = x? infatti x? & una quantita sempre non negativa;
|a® 4+ 1| = a® + 1 infatti a® & sempre positivo, aumentato di 1 sara sempre > 0

x—1,sex>1 ) . . . g .. .
x—1]= { ” una funzione di questo tipo si dice definita per casi;

—x+1,sex<1

f(a) = la+ 1| —3a+ 1 acquista due significati a seconda che 'argomento del valore
assoluto sia non negativo o negativo. La sua espressione algebrica e:

a+1—3a+1=-2a+2,sea+1>0=a>-1

f(a):a—|—1|—3a+1:{ —(a+1)—3a+1=—-4a,sea+1< 0=a<-1"
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1.4 Dalle potenze alle radici

1.4.1 Osservazioni sulle potenze

Quando abbiamo parlato delle operazioni, abbiamo anche accennato all’idea delle ope-
razioni inverse. Un’operazione inversa & un’operazione che permette di “tornare indietro”
rispetto all’effetto prodotto da un’operazione. Ad esempio se ad un numero qualunque ag-
giungo 7 e poi tolgo 7 ottengo ancora il numero di partenza. Possiamo dire che la sottrazione
e l'operazione inversa dell’addizione. Cosi, se parto da un numero a e lo moltiplico per b poi
lo divido per b ottengo ancora il numero a:

14247 -7 =149 -7 =142

axb+b=a

L’operazione inversa puo anche essere vista come quell’operazione he permette di trovare
un operando conoscendo il risultato:

o +3=7=>..-=7-3
5+ =9=>...=9-5
e X3=6=>---=6+3
15x---=5=>...=15+5

Le cose si complicano un po’ se consideriamo le altre due operazioni aritmetiche:
=3=7=>...=773

57.,,:9:>~-~:9,?,5
15%.~-:5:>~-':15.?-5

Perché Sottrazione e divisione si comportano in modo diverso da addizione e moltiplica-
zione? Come si comportera la potenza?
Anche la potenza ha due operazioni inverse. Se dobbiamo trovare la base:

.3 =8= ... = v/8=2(Radice)
mentre per trovare ’esponente:
2+ =8= ... =log, 8 = 3 (Logaritmo)

Definizione 1.1. La radice ¢ I'operazione che permette di calcolare la base conoscendo la
potenza e I'esponente.

Definizione 1.2. Il logaritmo & 1'operazione che permette di calcolare 1’esponente
conoscendo la potenza e la base.

Ne seguito del capitolo ci concentreremo sulle radici rimandando lo studio dei logaritmi a
tempi migliori.

1.5 Definizioni

Prima di tutto mettiamoci d’accordo su alcuni nomi:
b= Va

va radice;, n indice, a radicando;, b  radice.
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Osserviamo che, come nelle potenze usiamo la stessa parola per indicare I'operazione e il
risultato dell’operazione, si deve capire dal contesto il significato della parola “radice”.
Per quanto detto, potremmo, in prima approssimazione, dare la seguente definizione:

Definizione 1.3. Chiamiamo radice ennesima del numero a quel numero che elevato alla
enne da come risultato a:
b=¥a < b"=a

Questa definizione rende l'idea di cosa sia la radice, ma, purtroppo, la realta & pitt
complicata. .. Vediamo alcuni esempi:

Esempio 1.3. Usando la definizione precedente calcola le seguenti radici:
1. V-6 2. V+16; 3. V64 4. V64

Affrontiamo con un po’ di giusta pignoleria i quattro problemi:

1. Vogliamo trovare il numero che elevato alla quarta dia come risultato —16: x* = —16

Se ci ricordiamo le riflessioni fatte sulle potenze, dovrebbe tornarci alla mente che una
potenza con esponente pari & sempre positiva: nessun numero reale elevato alla quarta
puo dare un risultato negativo.

Quindi: v/—16 Non Ha Soluzioni Reali

2. Il'secondo esempio apparentemente ¢ pilt semplice: & facile trovare il numero che elevato
alla quarta dia 16: ¢ 2....

Ma ricordandoci l'osservazione sulle potenze a qualcuno puo venire in mente che
anche —2 elevato alla quarta fa 16! Quindi in questo caso I'operazione di radice darebbe
due risultati. Quando useremo i numeri Complessi accetteremo anche operazioni che
danno pit risultati, ma fin che lavoriamo con i “tranquilli” numeri reali, vogliamo
operzioni che diano per risultato un solo numero. I matematici hanno deciso di scartare
il valore negativo.

Quindi v+16 = +2

3. Nel terzo esempio dovremo trovare quel numero che elevato alla terza faccia —64 in
questo caso il numero esiste ed e solo —4.

Quindi: v/—64 = —4

4. Nel quarto esempio dovremo trovare quel numero che elevato alla terza faccia +64 in
questo caso il numero esiste ed € solo +4.

Quindi: V+64 = +4

Osservando gli esempi vediamo che € importante distinguere tra radici con indice pari e
radici con indice dispari e possiamo cosi dare la definizione di radice ennesima.
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Definizione 1.4. di radice:

Se l'indice & dispari la radice di un qualunque numero a & quel numero che elevato
alla enne da come risultato a:

b= Va o b"=a
Se l'indice & pari abbiamo due casi:

se il radicando a & negativo la radice Non Ha Soluzioni Reali;

se il radicando a & positivo la radice & quel numero positivo che elevato alla
enne da come risultato a:

se a>0 allora b=V¥a & b =a con b>0
Vediamo alcuni casi.
Esempio 1.4. Alcune radici di numeri reali:

VA =2infatti2? =4e2 >0 V0 =0infatti 03 =0

9 3. . (3)_29.3 ?/—1000 = —10 infatti (—10)> = —1000
Z_2 Sy _ 9 .3
T 4mfattl (4) 16e4/0 3
/1 1. (1 1
V0,01 = 0,1 infatti 0,12 = 0,01 e ... gzimfattl 5) =3

Vi=1linfatti1l?=1e ...
VO =0infatti0? =0e ...

¥0,125 = 0,5 infatti (0,5)3 = 0,125

V16 =2 infatti2* = 16 e ...
v/—16 non esiste, radicando negativo;

V11 = 3,3166247... & un numero
irrazionale;

/=8 = —2 infatti (—2)3 = —8
V125 = 5 infatti 5° = 125

v—16 N.HS.R. infatti (—2)* = 416
V/32 =2 infatti 25 = 16
Vi=1linfattil*=1e ...

V0=0infatti0O" =0e 0> 0

V1=1linfatti1® =1 /=1 = —1infatti (—1)° = —1

1.6 Potenze ad esponente razionale

Ritorniamo al problema di partenza, vogliamo trovare I'operazione che, data una potenza
e I’esponente dia come risultato la base cioe dati: b™ e n dia come risultato b.
Per ottenere questo non avevamo bisogno di creare una nuova operazione, la radice,
bastava la potenza:
1
(b™)m =b

In generale:

A2

o
3
Il

o
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U Osservazione Dobbiamo prestare attenzione al fatto che, se 'esponente & negativo, la
base deve essere diversa da zero.

U Osservazione Dato che abbiamo visto che se 1'indice ¢ pari il radicando deve essere
maggiore di zero, in generale la potenza che ha peresponente un numero razionale & definita
solo se la base ¢ maggiore di zero.

Definizione 1.5. Si dice potenza a esponente razionale T+ di un numero reale positivo a
7 . LM  n/ T (n m m
l'espressione: an = ¥a™ = (¥/a)" con I € Q.

Esempio 1.5. Calcola le seguenti radici usando le potenze a esponente razionale.

(v 12)2 —12
(V8)" = (2%)° = 2% =4

(VD) = (32)% =5° =125
252 = Y2 = (5% 3 =52

QI @I
WIN

_ L
~ 25

Esempio 1.6. Calcola le seguenti potenze a esponente razionale.

<)_ — (23)% — (29)% — (2.28)% — (28)%2% —24/2

1.7 Semplificazione di radici

Proposzione 1.2. Il valore di una radice in R U{0} non cambia se moltiplichiamo o dividiamo
Uindice della radice e I'esponente del radicando per uno stesso numero positivo. In simboli

cona>0em,n,teN—{0L

Esempio 1.7. Semplificazione di radici

V52 =51 =52 = \/5: abbiamo semplificato per 2 indice della radice ed esponente del
radicando;

Y32 =vR =31 =3t =3
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— 43 = /43: abbiamo semplificato per 5

7 2 N . PSET . - .
3% = 37: non ¢ riducibile perché indice della radice ed esponente non hanno divisori

v30 - 27 - 10: scomponendo in fattori primi otteniamo
V302710 =V/2-3.5.33.2.5=/22.34. 52,

Osserviamo che tutti gli esponenti del radicando e I'indice della radice hanno un divisore,
quindi v22-3% 52 =23 .33 .53 =2.32.5 =90

La proprieta invariantiva si puo applicare per semplificare i radicali se la base del ra-
dicando & positiva o nulla, se fosse negativa si potrebbe perdere la concordanza del segno.
Per esempio V/(—2)¢ # {/(—2)3, infatti il primo radicando & positivo mentre il secondo &
negativo.

Invece v/(—2)3 = +/—2 perché in questo caso la concordanza del segno & conservata, infatti
pur essendo la base negativa, I'esponente resta dispari, conservando il segno della base.

Se il radicando ha base negativa e nella semplificazione il suo esponente passa da pari a

dispari & necessario mettere il radicando in valore assoluto: /(—2)¢ = ¢/ ’—23 ‘
Se il radicando ¢ letterale si segue la stessa procedura: ogni volta che studiando il segno
del radicando si trova che la base puo essere negativa, se l'esponente del radicando passa

da pari a dispari, si mette il modulo per garantire la concordanza del segno: Vx6 = ¢ 3|,
C.E.¥x e R.
1.8 Moltiplicazione e divisione di radici

Tutte queste regole si riducono all’applicazione delle proprieta delle potenze dopo aver
tradotto le radici in potenze con esponente razionale.

Moltiplicazione e divisione di radici con lo stesso radicando Il prodotto di due radici che
hanno lo stesso radicando lo si ottiene applicando le proprieta delle potenze:

1 1 1 1
%.%:am.an =qm 4+ aqn =q mn

Analogamente per il quoziente

Esempio 1.8. Moltiplicazione e divisione di radici con lo stesso radicando.
V6-V/6=6i.65—6its —6r = Y67
%:\3/8:6% :6% :6%_% :6*% :%_
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Moltiplicazione e divisione di radici con lo stesso indice Il prodotto di due radici che
hanno lo stesso indice ¢ una radice che ha per indice lo stesso indice e per radicando il
prodotto dei radicandi:

= Vab

3=

’\l/a. %:a%b%:(qb)

Allo stesso modo, il quoziente di due radici che hanno lo stesso indice ¢ una radice che ha
per indice lo stesso indice e per radicando il quoziente dei radicandi:

Ve _ar_ayi_ e

Yo px b/ Vb
Nota: Se a e b sono entrambi negativi e 'indice & pari, 'espressione ¥/a - Vb (0 ¥/a+ V/b)
non ha valori reali mentre V/ab (0o V/a - b) ha il radicando positivo (meno per meno) e

quindi ha valori reali. Moltiplicando in questo modo possiamo ottenere un risultato reale che
'espressione di partenza non ha.

Il prodotto di due numeri non reali puo essere un numero reale!
Esempio 1.9. Moltiplicazione e divisione di radici con lo stesso indice.
V2-V3=v2-3=16
V2-V/3=21.31 =(2.3)1 =6} =/

V9 _3/9 _ 31 _1
Ym V72T VBT 2

Moltiplicazione e divisione di radici con indici diversi Nel caso siano diversi sia i radi-
candi, sia gli indici, possiamo:

Procedura 1.3.  a) scomporre in fattori irriducibili tutti i radicandi;
b) scrivere le radici sotto forma di potenza;
c¢) applicare le proprieta delle potenze.

Esempio 1.10. Moltiplicazione e divisione di radici con indice diverso.

1 1
33.4§.6;_3)%.24.(z )é_g.z.zu_
2 27 3 7 \2 33 ©\3 - 24 39 22 -

1.9 Portare un fattore sotto il segno di radice

Per portare un fattore dentro il segno di radice bisogna elevarlo all’indice della radice:

aVb=Var-bsenepariea >0
aVbo=—Va" -bseneépariea<0
a¥/b = Va™ - bsen e dispari.
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Ricordando che abbiamo posto v/a = a, portare un fattore sotto radice equivale a svolgere
la moltiplicazione tra una radice di indice 1 e una radice di indice qualsiasi.

Esempio 1.11. Portare un numero reale dentro il segno di radice.

2-V7=V23.7=156
B N B
—1/3 lasciamo fuori dalla radice il segno meno — 12 3=—/2
e R
(1—=v2) V3=—(vV2-1)-V3=—/(vV2—1)2
—295 = /(-2)3 5= V-40.

1.10 Portare un fattore fuori dal segno di radice

E possibile portare fuori dal segno di radice quei fattori aventi come esponente un numero
che sia maggiore o uguale all’indice della radice. In generale si inizia scomponendo in fattori
irriducibili il radicando, ottenendo un radicale del tipo va™ con m > n.

I° modo: si esegue la divisione intera m : n ottenendo un quoziente g e un resto r. Per la
proprieta della divisione siha m =n - q +1 quindi ¥/a™ = V/a™d*" e per le proprieta delle
potenze Vam™d+r = ¥/(ad4)™ - a’ e per la regola del prodotto di due radici con medesimo
indice si ottiene:

Varatr = Y(ad)n-a" = V(a9 Va" =a%- Va" conr < n.

Notiamo che il fattore “fuori” dalla radice ha per esponente il quoziente della divisione intera,
mentre il fattore che rimane “dentro” ha per esponente il resto della divisione stessa.
Vad = ... eseguiamo la divisione 8 : 3 con q =2 e r = 2, otteniamo Va8 = a2 Va2

IT° modo: si pud trasformare la potenza del radicando nel prodotto di due potenze con
la stessa base; una avente esponente multiplo dell'indice della radice e l’altra avente per
esponente la differenza tra ’esponente iniziale e il multiplo trovato. Consideriamo il seguente
esempio:

Vad =...il multiplo di 3 pit1 vicino a 8 & 6 quindji, otteniamo

Va8 =Vab-a2=Va Va2 =d® Va2
Esempio 1.12. Portare un numero reale fuori dal segno di radice.

/1200 Si scompone in fattori primi il radicando 1200 = 2* - 52 - 3 ne segue allora che
V1200 = V24 52.3 =22.5/3 =203

V75 =+/52.3=5\3
V720 =v2%5.32.5=22.3./5=12\5
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1.11 Potenza di radice e radice di radice

Per elevare a potenza una radice si eleva a quella potenza il radicando: (¥/a)™ = ¥a™.
Si capisce il perché di questa proprieta trasformando, come negli altri casi, la radice in potenza
con esponente frazionario: ( {‘ﬂ)m = (a%>m —an = Yam,

La radice di un’altra radice € uguale a una radice con lo stesso radicando e con indice il
prodotto degli indici delle radici: %/ {/a = ™%/a. Anche questa proprieta si puo spiegare
con le proprieta delle potenze trasformando la radice in potenza con esponente frazionario:

1
Esempio 1.13. Radice di radice.

(v2) =vZi=2 N

Esempio 1.14. Data I'espressione E = V/3 - /2 ridurla ad unico radicale.
In questo caso non possiamo subito applicare la regola annunciata, ma dobbiamo portare

il fattore esterno dentro la radice piti interna ottenendo VV322 = VI8

. . 5 . e . .
Osserviamo che I'espressione E = v/3 + v/2 non si pud ridurre ad unico radicale, se non
sotto determinate condizioni che analizzeremo in seguito.

1.12 Somma di radicali

Si dice radicale un’espressione del tipo a ¥/b con a e b numeri reali, b>0 ed n € N. 11
numero a prende il nome di coefficiente del radicale.

Operare con i radicali e simile al modo di operare con i monomi. Infatti & possibile
effettuare somme algebriche soltanto se i radicali hanno lo stesso indice e lo stesso radicando,
mentre si possono sempre effettuare moltiplicazioni e divisioni dopo averli ridotti allo stesso
indice.

Definizione 1.6. Due radicali si dicono simili se hanno lo stesso indice e lo stesso radicando.

E possibile effettuare somme algebriche soltanto se i radicali sono simili, si eseguono le
somme allo stesso modo in cui si eseguono le somme algebriche dei monomi.

Attenzione l'operazione v2 + /3 = /5 & errata in quanto i radicali addendi non sono
simili.
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Esempio 1.15. Esegui le seguenti somme di radicali.
VB V2=V +V2=2V2+v2=3V2
2V45— V80 =2V32.5— V24 5=2.3-/5-22/5=6/5-4/5=2\5
V2 + /3 non si pud eseguire perché i radicali non sono simili;
V2 + v/2 non si pud eseguire perché i radicali non sono simili;
V3+V3=2V3
2v5-v5=15
WT—4V7= (1= 1) VT =327 =37
3v2+2v3—-2v2+43V3 = (3—2)vV2+ (2+3)V3 = V2 + 53 abbiamo sommato i

radicali simili;

Per semplificare le espressioni che seguono, useremo le procedure di calcolo dei polinomi.

Esempio 1.16. Esegui le seguenti operazioni con i radicali.

(1+v2)(3vV2-1)=3vV2—-143V22—/2=3V2-1+3-2—/2=2V2+5
(V3+1)2=(V3)2+(1)2+2-vV3-1=3+1+2/3=4+23
(V3—v2)2 = (V32 + (V2> +2V3(—V2) =3+2-2V6 =5—-26
B+ v2+V3)2 = (32 + (V2> + (V3)2 +6V2+6v3+2v2V/3 =14+ 6V2+6V3 +2V6
(V2+4)(3—v2) =3vV2+vV2(—v2) + 12 +4(—V2) =32 -2 +12—4/2 =102
(V2—3)% = (vV2)® —9(v2)2 4+ 27v2 + (=3)3 = 2v/2 — 18 +-27/2 — 27 = 29+/2 — 45.

1.13 Razionalizzazione del denominatore di una frazione

Nel calcolo di espressioni che contengono radicali puo capitare che al denominatore
compaiano dei radicali. Per migliorare I’approssimazione si cerca di evitare questa situazione
e operare affinché non compaiano radicali al denominatore. Questa operazione prende il
nome di razionalizzazione del denominatore.

Razionalizzare il denominatore di una frazione vuol dire trasformare una frazione in una
frazione equivalente avente per denominatore un’espressione nella quale non compaiano
radici.

a
I° Caso: la frazione e del tipo — con b > 0.
P

Per razionalizzare il denominatore di una frazione di questo tipo basta moltiplicare
numeratore e denominatore per v/b, che prende il nome di fattore razionalizzante:

« _ avb _avb

Vb Vbvb b
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Esempio 1.17. Razionalizza il denominatore delle seguenti espressioni.

1 1-v2 :@

V2 V2ev2 2

3 3/3 33 8
2V3  2V3Vy3 23 2

a
II° Caso: la frazione e del tipo conb>0An>m.
p W
In questo caso il fattore razionalizzante @ V/b™"~ ™. Infatti si ha:
a aVvbn—m ~avbnrm g ¥bnm  gypnm
Yom  Vpm. Vpn-m) Ypm.pn—m  Ypn b

Se abbiamo un’espressione in cui I’esponente del radicando & maggiore o uguale all'indice
della radice, prima di razionalizzare, possiamo portare fuori dalla radice un fattore.

Esempio 1.18. Razionalizza il denominatore delle seguenti espressioni.

: il fattore razionalizzante & v/22 quindi:

€
75

III° Caso: la frazione ¢ del tipo oppure cona>0Ab>0.

X X
Va+vb Va—vb

Per questo tipo di frazione occorre sfruttare il prodotto notevole (a +b)(a —b) = a® — b2.
Il fattore razionalizzante nel primo caso & \/a — v/b, nel secondo & v/a + v/b. Sviluppiamo
solo il primo caso, poiché il secondo & del tutto analogo:

x _ ox-(Va=vh)  x(va-vb) _x(va—vb)
Vat+vb o (Va+vb)-(vVa—vb) Va2 -2 a-b

Esempio 1.19. Razionalizza il denominatore delle seguenti espressioni.

2 2-(vV34++/5) _2(VB+4VE) 2(VB+VB)
VIVE T WA-VE) (VR VE-vE T 2 e
V2 V2-(3+V2)  V2(3+Vv2)  V2(3+Vv2)  V2(3+V2)
3-v2 (3-+2)-(3+v2)  3®-v22  9-2 7

1.14 Equazioni, disequazioni e sistemi a coefficienti irrazionali

Avendo imparato come operare con i radicali puoi risolvere equazioni, sistemi e disequa-
zioni con coefficienti irrazionali.
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1.14.1 Equazioni di primo grado

Esempio 1.20. Risolvi le seguenti equazioni.

\@x:9:>x:i:>x o ﬁ—%:\%ﬁ

V3T VB V3 3
(V3—1)x—v6=2x—v2(3v/2+1) +1.
(V3—1)x—v6=2x—V2(3vV2+1) +1

=V3x—x—V6=2x—3-2—v2+1
=V3x—3x=v6—v2—-5
=x(vV3-3)=v6—v2—-5

L V6—V2-5

V3-3

Razionalizziamo ora il denominatore:

L _V6-V2-5 V3+3 3v2+3V6—V6-3v2-5/3-15 _2V6—

V3-3  \3+3 3-9
1.14.2 Disequazioni di primo grado

Esempio 1.21. Risolvi le seguenti disequazioni.

(V3 —1)x < V3 il coefficiente dell’incognita & positivo, quindi: x <

3+3
2

razionalizzando x <

2x - (1 —v/2) > —3V2 il coefficiente dell’incognita & negativo, quindi x <

poi razionalizzando x < 3 + %\ﬁ

1.14.3 Sistemi di primo grado

x(2+vV2) +y =v2(2+x)
V2

x—(V2+1)y = —7(1 +2y)

Eseguiamo i calcoli per ottenere la forma canonica:

{ 2x+xV2+y =2v2 +xv2 { 2x +y =22

Esempio 1.22. Risolvi

V2 V2

2 =
X_yﬁ—UZ—T—U\/E X_y:_7

e con il metodo di riduzione, sommando le due equazioni otteniamo:

V2
{3x—2ﬁ—\f X=7 :{X_
Yy

=
y=2v2-2x yzzﬂ_zg

&

17

V3-15

e poi

—3v2
71 e
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1.15 Radicandi letterali

1.15.1 Condizioni di esistenza

Le stesse regole che valgono per le radici con radicali numerici valgono anche se il ra-
dicando contiene delle lettere, ma qui abbiamo una complicazione. Osserviamo i seguenti

esempi:
1. vV—7=... 3. V-7=... 5 V—a=... 7. V—a=...
2. V+7 =, 4. V47 =... 6. V+a=... 8 J+a=...

Discutiamo i diversi casi presentati:

1. Questa operazione Non Ha Risultato Reale.

2. Questa operazione ha per risultato il numero reale che elevato al quadrato da come
risultato 7, un numero reale che € maggiore di 2,6457513 e minore di 2,6457514

3. Questa operazione ha per risultato il numero reale che elevato al cubo da come risultato
—7, un numero reale che ¢ maggiore di —1,912931183 e minore di —1,912931182

4. Questa operazione ha per risultato il numero reale che elevato al cubo da come risultato
+7, un numero reale che & maggiore di +1,912931182 e minore di +1, 912931183

5. Questo caso assomiglia al primo solo superficialmente. Siamo sicuri che —a sia un
numero negativo? No! Dipende da qual € il numero rappresentato da a. Se a rappresenta
un numero negativo allora —a rappresenta un numero positivo. Quindi non possiamo
dire che —a non dia un risultato reale. \/—a rappresenta un numero reale se a & minore
o uguale a zero.

6. Per le considerazioni precedenti in questo caso v/+4-a rappresenta un numero reale solo
se a & maggiore o uguale a zero.

7. In questo caso e nel seguente I'espressione rappresenta sempre un numero reale.

Conclusioni:
Se l'indice della frazione & dispari non sorge alcun problema.
Se l'indice della frazione & pari:

Se il radicando & un’espressione numerica, basta svolgerla per vedere se la radice
da un risultato reale;

Se il radicando & un’espressione letterale bisogna studiare il segno di questa
espressione per capire quando la radice da un risultato reale.

Vediamo alcuni esempi.

Esempio 1.23. Condizioni di esistenza

vxi C.Ex>0
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Jx: C.E.¥x € R
v—x: C.E.x<0
J=x: C.E.¥x€eR
Vx—=1: CEx—120=x>1

Va2+1: C.E.Va € R, infatti a® & sempre positivo pertanto a® +1 > 0,Va € R

Y/ %H: la radice cubica € definita per valori sia positivi sia negativi del radicando,
tuttavia bisogna comunque porre la condizione che il denominatore della frazione non
sia nullo, quindi C.E.x+1#0 = x # —1

¥xy: C.E.xy>0

v/ a%(a — 3): poiché la radice ha indice dispari non occorre porre alcuna condizione di
esistenza.

Esempio 1.24. Determina le condizioni di esistenza della seguente espressione: v/x + v/x + 1.
C.E. /x esiste per x > 0, v/x + 1 esiste per x + 1 > 0, quindi per individuare le condizioni

o , . . g x>0 x>0
di esistenza dell’espressione occorre risolvere il sistema - = Z .
x+120 x> -1

\
—_
—+o

/////////////////////////////

/////////////////////////////

In definitiva C.E.x > 0.

x—1
Esempio 1.25. Determina le condizioni di esistenza della radice ¢/ 1
X

CE. X I} 2 0. Occorre discutere il segno della frazione f, combinando il segno del
numeratgre N e del denominatore D:
" ]
segno di N: — ‘ _ : i T
segnodiD: o T+ ¢ T
segnodif: + """"" ° — +

Pertanto C.E.x < -1V x > 1.

1.15.2 Operazioni con radicali letterali

Di seguito vengono presentati, sotto forma di esercizi svolti, alcuni argomenti gia presentati
per i radicandi aritmetici.
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Semplificazione di radici

Esempio 1.26. Se abbiamo la radice: v/a2 potremmo pensare di semplificarla in:

\4/(1 :a%:a%:\/a

Ora, se a = +5 ci ritroviamo esattamente come nel primo degli esempi precedenti. Se
a = —5 lo svolgimento precedente ci darebbe: v/—5 che non & un numero reale perché la radice
ha indice pari e il radicando & negativo, mentre I'espressione iniziale equivale ad un numero
reale dato che il radicando, essendo elevato alla seconda e senz’altro positivo. Possiamo
risolvere questo errore utilizzando il valore assoluto.

Nel caso di radicandi letterali la regola della semplificazione delle radici diventa:
Proposzione 1.4.
Va™ se t e dispari
ny/ v _ [ VaTse P
a Yla™|, se t e pari

Esempio 1.27. Semplificazione di radici con espressione letterale come radicando.

Vaxty2ab = \/22x%y2ab = 2x2 [ya3|: abbiamo semplificato per 2 sia I'indice della radice
che I'esponente del radicando;

VaZ+2a+1 = ¥(a+1)? = {/la+1]: dopo aver riconosciuto che il radicando e il
quadrato del binomio, abbiamo semplificato per 2 indice ed esponente;

VA =

Ve +2xy+y2 = /(x +y)2 = x +yl

v/x% 4+ y? non ¢ semplificabile perché il radicando non pud essere espresso sotto forma
di potenza;

Vx—12=Yx—1]

Moltiplicazione e divisione di radici Se abbiamo radicali letterali, prima di operare, &
necessario determinare le condizioni di esistenza: il prodotto di due radicali esiste 1a dove
sono soddisfatte le condizioni di esistenza di tutti i fattori; il quoziente esiste 1a dove sono
soddisfatte le condizioni di esistenza di dividendo e divisore, con il divisore diverso da zero.

Una volta verificate le condizioni di esistenza, possiamo trasformare le radici in potenze
con esponente frazionario, operare su queste espressioni utilizzando le proprieta delle potenze
e ritrasformare il risultato in radici.

Esempio 1.28. v2a- /% : \/% =v2a-/8: \/% = ,/2a-%~% = 1/9bi22 = 3%‘(C.E.a}

0Ab >0).
VXY - yxy
Esempio 1.29. Prodotto di radici con radicandi letterali. 5
Xy

Il campo di esistenza e: C.E.x > 0 Ay > 0.
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3/2 2 1 1 1
XY - /X X3 -Yy3-Xx2-y2 . .
- Y- VXY = Y — L scrittura sotto forma di potenze
X2y3 X6 - y 6

2 1.2 1 1 3 o .

=x3-x2:%x6-y3-y2:yb6 = proprieta commutativa
2,12 1,13 -

=x3T276.y3t27%6 = proprieta delle potenze
4+3-2 2+3-3 . .

=x 6 -y 6 = calcolo degli esponenti
5 2

= X6 - y 6 —= o XS‘HZ

Portare un fattore sotto il segno di radice
Esempio 1.30. Portare una espressione letterale dentro il segno di radice.

a-v/b = Va3 l'indice della radice & dispari pertanto si porta sotto radice senza alcuna

condizione;
(x—1) - ¢/x = ¥/(x—1)3 - x I'indice della radice & dispari, non sono necessarie condizioni
sulla x

(x —2),/y osserviamo che il radicale esiste per y > 0. Per portare dentro il segno di
radice il coefficiente (x —2) bisogna fare la distinzione:

(x—2) i = Vx—2)2y,sex =2
* VY= —2—x)yy=—/(2—x)%y,sex <2;

(x —=1)v/x —2. Il radicale esiste per x —2 > 0 — x > 2, per questi valori il coefficiente
esterno (x — 1) & positivo e pud essere portato dentro la radice:

(x=DVx—2=/(x—1)2(x—2);

g—;% . (:11+12) Determiniamo le condizioni di esistenza del radicale: per l'esistenza

della frazione

‘1“ > deve essere (a —1)% # 0, ovvero a # 1. Affinché il radicando

(a
sia positivo o nullo, essendo il denominatore sempre positivo (ovviamente per a # 1)

¢ sufficiente che sia a+2 > 0 ovvero a > —2. Pertanto le condizioni di esistenza
sono a> —2ea#1.

Studiamo ora il segno della frazione algebrica da portare sotto radice: tale frazione &
positivaonullapera < -3Va=>1,e negativa per-3<a<l

a+2 a+2 a+2
Sea>1s1ha—a+3 4/(11 a+3 = /(1+3

Se —2 < a < 11l fattore da portare sotto radice & negativo, quindi:

a+2 )2 a+2 [ a+2
a+3 a—1)2 (1+3 (a—1)2 (a+3)2

Se a = —2 l'espressione da calcolare vale zero mentre il caso a = 1 & escluso dalla
condizione di esistenza.
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Portare un fattore fuori dal segno di radice Quando portiamo fuori dalla radice un termine
letterale dobbiamo verificare se I'indice della radice € pari o dispari e se il termine che portiamo
fuori e positivo o negativo. In particolare:

VT — a Vb, se n dispari;
~ | la| Vb, se n pari.

Esempio 1.31. Portare una espressione letterale fuori dal segno di radice.

V2a? = |alv/2 bisogna mettere a in valore assoluto perché sotto radice poteva essere
sia negativo che positivo, la radice invece deve essere sempre positiva; se a < 0 la

relazione v2a2 = av/2 & errata;

Va5b7cd3 occorre eseguire le divisioni intere tra gli esponenti e 1'indice della radice.
Cominciamo da a risulta 5 : 3 = 1 con resto uguale a 2 per b’ si ha 7 : 3 con quoziente 2
e resto 1 I’esponente di ¢ @ minore dell’indice; per d° si ha 3 : 3 con quoziente 1 e resto 0.

In definitiva vV'a®b7cd?® = ab?dv/a2bc, o anche:
vV a5b7cdd = ¥/ (a3a2)(bbb)cd3 = v a3bbd3 - v a2be = ab?d3 vV a2be

In questo caso non c’e¢ da mettere il valore assoluto perché 1'indice della radice & dispari;

5/33%3 3/33x%y X
S CEzA 0y =350y

¢/ ax4 (1 —x)

&/ ah A5 — AAvA(1 ) — x| 4 —_ x¢/4(1—x),se0<x <1
Vit — o = Haxd(1—x) = x| /41 —x) {x44(1x),sex<o_

B f —(a—1)V3,sea<1
\/m_m—ll\/g—{ (a—1)v3,sea>1

Potenza di radice e radice di radice

Esempio 1.32. Potenza di radice.
( V 2ctb2C3>2 — V4aZbict VV2x = Vax

Somma di radicali
Esempio 1.33. Esegui le seguenti somme di radicali.

2\/a+3ya=>5y/a,C.E.a>0

Va5 + Va3 \/a+Vab : ¥a. Poniamo le condizioni di esistenza a > 0 e svolgiamo i
calcoli: Va® + Va3 - a2+ Vab : a = Va5 + Va® + Va® =3Va® =3Va* a =3a¥a.
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Razionalizzazione del denominatore di una frazione

Esempio 1.34. Razionalizza il denominatore della seguente espressione.
21 _ (a2—1)va—1 _ (a2—1)vVa—1 _ (a—1D(a+1)va—1 (a1 T
Va—1 +Va—1va—-1 a—1 a—1

Esempio 1.35. Razionalizza il denominatore delle seguenti espressioni.

: il fattore razionalizzante & v/x3a2b quindi:

ab
V/xa2b3

ab ab - vx3a2b abv/x3a2b B abv/x3a2b B \4/x3a2b'

Vxa2bd  Vxa?b3-vx3a2b  Vxtaibd

1 1 1:vb Vb
Vo5 bvb?  bVvbZ-Jb b2

7

xab X

Esempio 1.36. Razionalizza il denominatore della seguente espressione.

1+va (1+va)-(1+ya) (1+va)? 1+2ya+a
1-va (1-Va(l+va 1-vVa2  1-a

cona>0ANa#1

23
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1.16 Esercizi

1.16.1 Esercizi dei singoli paragrafi
1.1 Dai numeri naturali ai numeri irrazionali
1.1. Dimostra, con un ragionamento analogo a quello fatto per v/2, che v/3 non & razionale.

1.2. Per ciascuno dei seguenti numeri reali scrivi una sequenza di sei numeri razionali che lo
approssimano per difetto e sei numeri razionali che lo approssimano per eccesso. Esempio:
V3:A ={1;1,7;1,73;1,732;1,7320;1,73205}, B = {2;1,8;1,74;1,733; 1,7321; 1, 73206}

a)\6/§:A: ........................ L, B = }
b)?: = L o B={ }
c);:A:{ ........................ Lo B={ }

1.2 | numeri reali

1.3. Per ciascuno dei seguenti numeri reali scrivi una sequenza di almeno sei numeri razionali
che lo approssimano per difetto e sei numeri razionali che lo approssimano per eccesso:

a) V2++3 b) v2-V3

1.4. Determina per ciascuno dei seguenti numeri irrazionali i numeri interi tra i quali e
compreso. Esempio: 5 < v/30 < 6

a) V50 d) V73 g) VE+V3 j) V- V10
) Vo1 f) V119 i) 2+7 10

D 7+4/1

1.5. Disponi in ordine crescente i seguenti numeri reali:

VI, 1, 2, 203, V5 L 075

3

11 — _

b) m, V3, 5/ 09, V10, 3,14, V25

1.6. Rappresenta con un diagramma di Eulero-Venn l'insieme dei numeri reali R, suddividilo
nei seguenti sottoinsiemi: 1'insieme dei numeri naturali IN, I'insieme dei numeri interi relati-
vi Z, 'insieme dei numeri razionali Q, l'insieme J dei numeri irrazionali. Disponi in maniera
opportuna i seguenti numeri: V3, V5, m 0,3, 3,14, %, -2

1.7. Indica il valore di verita delle seguenti affermazioni:

a) un numero decimale finito & sempre un numero razionale;

b) un numero decimale illimitato & sempre un numero irrazionale;

¢) un numero decimale periodico & un numero irrazionale;

d) la somma algebrica di due numeri razionali & sempre un numero razionale;

e) la somma algebrica di due numeri irrazionali & sempre un numero irrazionale;
f) il prodotto di due numeri razionali & sempre un numero razionale;

g) il prodotto di due numeri irrazionali &€ sempre un numero irrazionale.
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1.3 Valore assoluto

1.8. Calcola il valore assoluto dei seguenti numeri:

a) |5 d) 0] g) [-3+5
b) +2] e) |-10] h) [(=1)%]
c) -1 £) 13—5(2)] i) [-1-2-3|

1.9. Dati due numeri reali x ed y entrambi non nulli e di segno opposto, verifica le seguenti
relazioni con gli esempi numerici riportati sotto. Quali delle relazioni sono vere in alcuni casi
e false in altri, quali sono sempre vere, quali sono sempre false?

Relazione x=-3,y=5 x=-2,y=2 x=-10,y=1 «x

|
=
<«
|
|
a1

x| < Iyl
x| = [yl
x| <y
Ix+yl < x|+ [yl
Ix —yl = [x] -yl
x| =yl = Ix =y

FEEEEEH)

=l=l=]=]=]<]

[=l=]=]=]=]=]

=I=l=]=I=]<]

=l=l=1=1=]=]

=l=l=]=]=]<]

=l=l=1=]=]=]

=l=l=]=]=]<]

1.10. Elimina il segno di valore assoluto dalle seguenti espressioni sostituendole con una
funzione definita per casi:

a) f(x)=mKx+1| e) f(x)=[x*—1|
b) f(x) =x—1] f) f(x)—|x371|
c) f(x) =|x*+1] g) f(x) =|x*—6x+8|
d) f(x) = |(x+1)? h) f(x) = [x*+5x +4|

1.11. Elimina il segno di valore assoluto dalle seguenti espressioni sostituendole con una
funzione definita per casi:

CIx+1] e) f(x)=mx—2[+x—3|
a) f(x)=
Ix + 2| £) f(x)=Ix+1|-x+2]
x+1 x+1 x+2
by 10 = [X]] g) fx ‘ =
c) f(x)=Ix+1+x—2| h) fix x+2
d) f(x)=x+2+x—2| ) e

1.5 Definizioni

1.12. Determina le seguenti radici quadrate razionali (quando e possibile calcolarle).

a) V9 d) \/% g) /0,09 i) +/0,0001
) V=49 f) =81 i) /0,04 1)

B 6 nan 9 nan 3 4 { 2 man 0,2 0,3 01 25 04 12]
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1.13. Senza usare la calcolatrice determina il valore delle seguenti radici quadrate razionali.

a) v—0,09;

b) V2516 e) \/13+\/7+\/1+\/6+\@;
c) V/36-49;

d) 1/0,04-0,0121; f) \/5+ 144+ v2+ V4.

[nan 20 42 0,22 4 3]

1.14. Con l'aiuto della calcolatrice determina il valore delle seguenti radici quadrate approssi-
mato a 10~ (presta attenzione all’approssimazione:

a) V3 d) v7 g) V3 j) V4 m) /100
b) V5 e) V11 h) v69 k) V7 n) v96

) /% £/} /7 RVH o) /%

[1,7321 2,6458 3,3166 2,2361 0,7071 2,0616 0,3162 1,3264]
[1,4422 11,5874 1,9129 4,6416 0,3420 8§,3066 9,7980]

1.15 (*). Determina le seguenti radici se esistono.

a) 227 <) \s/g e) v/1000 g) 2125
) V64 4y V1 £ -5 h) V216

2 4
B4 -1 105 —6 2 —4

1.16. Senza usare la calcolatrice determina il valore delle seguenti radici.

a) /0,0001 c) V64 e) V0
b) V81 d) v—4 f) 0,0081

2 3 nan 0,03 3 2 0 0,1 5]

1.17 (*). Senza usare la calcolatrice determina il valore delle seguenti radici.

a) V21+V16 d) vv0,16 g) \/72+V80+ 1
b) V31+V1 e) v32-107° h) /24336
¢) V24049 £) \/3(37 - 4vBI) - 27 i) V6204 Vezs

B 5 45 2 0,4 5 156 9 0,1]

1.6 Potenze ad esponente razionale

1.18. Calcola le seguenti potenze con esponente razionale.
a) 42 b) 83 c) 972 d) 161 e) 161 f) 325 g) 1573

1.19 (*). Trasforma le seguenti espressioni in forma di potenza con esponente frazionario.

a) V2 c) V& e) V52 g) V3 i) V81
1 3 1 3 5 2 7
b\ % 4 {5 0 {0 b (/% (=

1.20. Scrivi in ordine crescente: 0,00000001; (0,1)!; (0,1)%'; 1019, /0,0000000001
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1.7 Semplificazione di radici

1.21. Trasforma i seguenti radicali applicando la proprieta invariantiva.

a) Vi=y d) v2= V16 g) 3= /%

b) Vo=yg— e) V3= VBl h)é/\g—l8

C)\@:W ) V5=-V2 ! \g —

1) Vx*+2x*+1= g

1.22 (*). Semplifica i seguenti radicali.

a) v25 [V/5] g) V-32 L.] 6/ 16 [3 4}

b) V49 [.]  h) V122152 [..] ™)y 1

c) /64 2] i) /32142 [\5/57 n) /210,315 . 125 [25,35]

d) V=3 (V=3 j) V102 —82 L] o) V3-® [2.3%}

e) ¥/(=2)% [.] k) V/30.412 [4-/3] .

f) V/—46 @ 1) Y16 L1 Py Y5 7]

1.8 Moltiplicazione e divisione di radici

1.23 (*). Esegui le seguenti moltiplicazioni e divisioni di radicali.

a) V4515 [15] ) V5+V45 L) i) V350 REd
b) v2-V18 [.] ) V/3:90 [..] RN N
c) V16- V4 [...] g) V2-v6:v12 (1] li) V222 [...]
d) V40=(v2-v5) [.] h) ¢81-¢81:v9 [...]

1.24 (*). Trasporta dentro la radice i fattori esterni.

a) 2v2 [\/27} d) 3v2 gy 1v6 [\/ﬂ i) 292 [..]

1
b) 3v3 e) V2 [...
c; 2£ H f) 3v3 ) h)3ve L] k) —3v3 L]

1.25 (*). Semplifica i radicali portando fuori i fattori possibili.

a) V250 [5V10] ) V300 [10v3] i) v40 [.]  m) V3456 [24V/6
b) V486  [9v6]  f) V27 Ll j) VI2 [.]  n) 250 [..]
c) V864  [12V/6] g) V75 L] k) V80 [.] o) V24 [...]
d)J1-2 ] h %\/? L) D /s L1 p) B +E L

Operazioni con le radici

1.26 (*). Esegui le seguenti potenze di radici.
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1.27 (*). Esegui le seguenti radici di radici.

a) \z/? [...] c) v/ /15 [...] e) /\/ﬁ L] o) 5/@ L

VYIS LI DVVIE LD e Ll ny WV L
1.28 (*). Esegui le seguenti operazioni con i radicali.

a) V3-3V3 [—2v3]  f) 5V/10— (6+4V19) +2— V10 [..]

b) 8v6—3v6 [5v6]  g) —3v7+4v2+v3-5V7+8V3  [.]

c) vV5-3V5+7V5 [5v5]  h) V2+3V2-2v243V2 [..]

] [.]

d) 3v2+2v2-3v2 L. i) 5v6+3v6—2v6+3V6—2v6
) 2VT—7NT +4V7 [—ﬁ} i) V75 +3V18 —2v/12 —24/50 [\/ﬁ—ﬁ}

1.29 (*). Esegui le seguenti operazioni con i radicali.

a) 3v128 —2y72 - (2v/50 + V8) [0]
b) 3v/48 +21/32 + /98 — (4v/27 + /450) [0]
¢) V162 — /32 +5¢16 — /54 + /250 [%sz]
d) 2954 — Y243 + 348 — /250 [\3@+3%]

o VBB /By 8245
f) 2% +5/%+7/&-5,/¥ [0

1.30 (*). Esegui le seguenti operazioni con i radicali.

a) (V2—-1)(v2+1) L] g) (V2+V3)? [...]
b) (ﬁ—sf (3v3—v2) [.]  h) 3v2-2V3) L.]
) (V3+1)? [4+2v3] i) (6+2V3)? 48 +24V/3]
d) (ﬁ?/g)i F—‘lﬂ D) (V2-1-V5) [8-2v2 210+ 25|
e) (2+V5) 9+4v/5 Vi

b (4 VAP Mo gy3 K (VE-2VEE1p [1-3Va+377)]

1.13 Razionalizzazione del denominatore di una frazione

1.31 (*). Razionalizza i denominatori dei seguenti radicali.

) e Y L] i) [...] e [...]
b) B L1 9) 1 ) 2 ]
) s L1 g) % L] k) ROR) B SV S W
SE LR S CEEE T aE
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1.32. Razionalizza i denominatori dei seguenti radicali.
1 1 - 2 1
2 : 3+1 X
b) % [.] f) f 7 [ j i) ﬁf} L1 on) R 279]
3= 2++/3 a+b
) 35 L) fzj/if Wy Moo R@ve W
d) + [.]  h) L)1) 3 .l p) [...]
V6 V5+V7 2433 f 1/X+y
1.14 Equazioni, disequazioni e sistemi a coefficienti irrazionali
1.33 (*). Risolvi le seguenti equazioni a coefficienti irrazionali.
a) Vax =2 V2| ) (14VDx=v20-v2)  [4-3V2)]
b) V2x = V12 VO] h) Lx—x—x—\2 [1842\@'
2x =6 /6 :
c) 2x = |2 | i) x+1+x%2:%1 [—(1+\ﬁ)
d) x—v3=2(x—V3) \%] i) (x+v2)2 = (x+V3)%2 = [...]
e) 2v3x — V2 =2 5] k) 2(x—1)2—v2x =1+2x(x—2) (0]
£) 2x+V5 = V5x+2 W1 B VE gy [TV

Q) 36+17\/§, d) 36— 10\f . (303) ¢ R. 36+17\f (304) d R. 36710\/5

o) x > Yy2-1) d)x<5\f % e)x> 43— 4+f f. x > Y21 (308) g R.
x <5vV3—-6
1.34 (*). Risolvi i seguenti sistemi di disequazioni a coefficienti irrazionali.
V2x =2 V2x —y=1 N
a) { (3—\@)X<\@ [@] d) { 2x+\@y:0 [(T/ _i)}
V2x++/3y =5 , 4x—2v5y =V2 [ 545 11v310 5/10
b) { V3x + 2y =2V6 [ﬁ,ﬁ)} e) { V2x 4y =-2 [( 6 6 }
x—V3=2- ' VAx+ 43y — 4
©) { X2 =y + /3 VE2)] 6 { VI2x+8v2y — 8 IR]
1.15 Radicandi letterali
1.35. Determina le condizioni di esistenza dei seguenti radicali.
a) vx+1 c) vxx+1 e) v3xy g) v ( -1
b) V1—x d) /3x2y f) /—2x2y? h) /x3(x2 —x)
xeR, x<1, x>-1, y>0, x > 1]

1.36 (*). Determina le condizioni di esistenza dei seguenti radicali.

a) /x2(x+1)
b) V1+a?
c) vV2x—1

d) V1K

e) (a—1)(a—2)
f) Vx| +1-x+1

1
g) MJFZ,/m
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— x—3 1
DT DV o—20+2

2y+1 M (1+1

1.37 (*). Semplifica i seguenti radicali.

TN

5 ¥ 0 VE E
6 a ]

©) /1250m { ] ) Vit 6aix 1o Wm

d) v64a60? [4a2b3] . /TeaeE

e) /PP —yI? FICRE TSI R o [21al ol /3]

1.38. [*] Esegui le seguenti operazioni (le lettere rappresentano numeri reali positivi).

a) \/371:\/; [V15] a242a+1 /1a+2a \/g L]
1 .. /a% . /2b a 3/a a a+3)2
JNEREaE W VEE (e
3 . 23a2
©) VX VAR N = ]
d) /4 \/3a:¥3a L] h) 2

—

|
o8

Nl

X+y { %H

1.39 (*). Trasporta dentro la radice i fattori esterni, discutendo i casi letterali.
a) xv12 L) x2V/3 L] g) (a-1)\/a[ (a—l)za}
b) XV V| ?; ia%jl H h) (-2 /5 L

) av2 [...

1.40 (*). Semplifica i radicali portando fuori i fattori possibili (attenzione al valore assoluto).

a) /x2%y L] d) Vaax2 L] g) VA3 [..]
b) /& ] ) v9a% Balve]  h) Vo [.]
Q) /oS L] b Vi L)1) Vieex -]

1.41 (*). Esegui le seguenti radici di radici.

a) VvV ] ) VV3a L] g) ¢//2ap
b) Vval0 [..)] ) V/V/3ab ] R — F
o YWVaz Va2 6 VierTp L V[ (a+b)- V3a+3b}

3/3(a+b),C.E.a>Db

o U

1.42 (*). Esegui le seguenti operazioni con i radicali.

a) Lya—4/b—a+0,4v0 [—1va—3vo]
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b) Va—b+vVat—a%b— Vab® — bt [(1+a—b)Ya—b
c) 3vX—5VX ...
d) 2VX2 +3yx+3Vx2 -2 [...
e) Va—b++va+b—+va—-b+2Va+b [..]
[..]
[..]

f) 2x—2vx+0,4y/a—1Va
g) 2av2a—7av2a+3av2a—3va
h) 6v/ab—3ya—7vab+2va+9vb+/a [9%—@]

1.43 (*). Esegui le seguenti operazioni con i radicali.

a) (Vx+y)Vx— ) [x —yl
b) (V2—1)2—(2v2—-1)2+ (vV2—-1)(V2+1) [..]
¢) (V3+1)2+V3(v3—-3)—2(v3+3)(v3—3) [..]
d) (vV3-3)2+(vV3-3)°+2v27 —V3(2v3—2) [..]
e) (V2+1)2+ (vV2-1)? [..]
f) (2v2—3v3)(3v2+2V3) (6]

1.44 (*). Esegui trasformando i radicali in potenze con esponente frazionario.

a) \/a\S/aW'M:\/E [\/g
b) Vavad-/a{/L: aTVa KRG
¢) Vava-/ava Vava-ava |Va®|
d) Vbvb2 - /b2vVbvb2 : Vb4 V2 - Vb 7]

Esercizi di riepilogo

1.45. Vero o Falso? E dato un quadrato di lato 3v/2.

a) Il suo perimetro e in numero irrazionale
b) La sua area € un numero irrazionale

1.46. Vero o Falso? E dato un rettangolo di base v/12 e altezza 14

a) il suo perimetro & un numero irrazionale

b) la sua area & un numero razionale

¢) il perimetro non esiste perché non si sommano razionali con irrazionali
d) la misura del perimetro & un numero sia razionale che irrazionale

=I=l=]=]

a) l'ipotenusa ha come misura un numero razionale
b) il perimetro & un numero irrazionale
¢) l'area & un numero irrazionale

F
F
F
LF]
1.47. Vero o Falso? Un triangolo rettangolo ha i cateti lunghi rispettivamente v3em e v13cm
F
F
LF]

<l=l=]

1.48. Vero o Falso? E dato un quadrato di lato 1 + /5
a) la misura della diagonale & un numero irrazionale
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b) l'area ¢ un numero irrazionale

1.49. Vero o Falso? E dato un rettangolo di base V12 e altezza /3

a) il perimetro & un numero irrazionale

b) l’area & un numero irrazionale

¢) la misura della diagonale & un numero irrazionale

d) il quadrato della misura del perimetro € un numero irrazionale

1.50. Un triangolo rettangolo ha un cateto lungo 7cm Determina, se esiste, una possibile
misura dell’altro cateto in modo che questa sia un numero irrazionale e che 'ipotenusa sia,
invece, un numero razionale.

1.51. Perché l'uguaglianza /(—5)? = —5 & falsa?
1.52. Determina il valore di verita delle seguenti affermazioni.

a) laradice terza del triplo di a ¢ uguale ad a

b) dati due numeri reali positivi, il quoziente delle loro radici quadrate & uguale alla radice
quadrata del quoziente;

c¢) il doppio della radice quadrata di a & uguale alla radice quadrata del quadruplo di a

d) dati due numeri reali positivi, la somma delle loro radici cubiche e uguale alla radice
cubica della loro somma;

e) la radice cubica di 2 & la meta della radice cubica di 8

f) dati un numero reale positivo, la radice quadrata della sua radice cubica & uguale alla
radice cubica della sua radice quadrata;

g) sommando due radicali letterali simili si ottiene un radicale che ha la stessa parte
letterale dei radicali dati.

1.53. Riscrivi in ordine crescente i radicali v/5, 4v/2, 2v/3,

1.54. Calcola il valore delle seguenti espressioni letterali per i valori indicati delle lettere.

a)x+2\/§perx:\@ c)x2+x—lperx:ﬁ e) (x+2ﬂ)2perx:ﬁ
b) v2x+ 36 per x =3 d) x*++5x—1perx =5

xV3+(k—v3y =1

1.55. Per quale valore di k il sistema lineare ¢ determinato? {

—2x +yv6 = —k
’ . _2a-2v2 , (a+2)v2 | 4 . . Lo
1.56. Data l'espressione E = v > +75 1, stabilire se esistono valori di a che
la rendono positiva.
: _ Vx+1

1.57. Data la funzione f(x) = TV

a) determina il suo dominio; d) per quali valori di x si ha f(x) > 0?;

b) razionalizza il denominatore; e) risolvil'equazione f(x) =0

c) calcola f(2)
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Rette nel piano cartesiano

2.1 Equazioni lineari in due variabili

Abbiamo visto che tutte le equazioni del tipo: ax +b = 0 hanno una soluzione se a # 0. Ma
sulle equazioni lineari (di primo grado) con due incognite, cosa possiamo dire? Consideriamo
I'equazione: 3x + 2y — 6 = 0 ha una soluzione? Ma prima ancora, cosa significa una soluzione
per questa equazione? La soluzione per una equazione in due incognite non € un numero,
ma una coppia di numeri il primo da mettere al posto della x e il secondo da mettere al posto
della y per rendere vera I'uguaglianza. Possiamo quindi precisare la seguente definizione:

Definizione 2.1. La soluzione di un’equazione a due incognite e la coppia ordinata di
numeri che sostituiti ordinatamente alle incognite rendono vera 'uguaglianza.

Si possono trovare molte soluzione di questa equazione, due sono semplici da trovare: (0;3)
e (2;0). Si possono verificare facilmente:

3-0+2:3—-6=0
3-2+2:-0-6=0

Ne esistono altre?

Y
... ... °
(0; 3) 3:0+2-3-6=0 iy
(2; 0) 3:2+42:0-6=0 x
(4, —-3) 3-442-(-3)—-6=0 ?
(6, —6) 3-6+2-(—6)—6=0 o
(8 —9) 3:-84+2-(—9)—-6=0 i
(10; —=12) 3-10+2-(-12)—-6=0
FIGURA 2.1: Soluzioni equazione. FIGURA 2.2: I corrispondenti punti nel

piano.

Sapresti individuare la regola con la quale ho costruito le soluzioni? Sapresti aggiungere
altre soluzioni che precedono quelle trovate da me?

In generale una equazione lineare in due incognite ha infinite soluzioni che sono coppie
di numeri. Ma abbiamo gia visto che una coppia di numeri rappresenta un punto nel piano
cartesiano quindi ogni soluzione rappresenta un punto del piano vedi figura 2.2.

35
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Possiamo osservare che i punti sono tutti allineati, ma cosa succede tra due punti? Per
renderci pit agevole il calcolo modifichiamo I’equazione di partenza ottenendo una equazione
equivalente del tipo:y = ...

3x+2y—6:0<:>2y:—3x+6<:>y:_§X+3

Possiamo costruire una tabella inserendo nella prima colonna dei valori x scelti da noi e
nella seconda i corrispondenti valori di y calcolati, magari con 'uso della calcolatrice. Poi
riportiamo questi valori in un piano cartesiano.

S y
0 3 ®
051|225 °
1 1,5 °
1,5 | 0,75 .
2 0 PS
(@]
FIGURA 2.3: Altre soluzioni. FIGURA 2.4: Altri punti.

Tra due punti calcolati possiamo inserirne quanti vogliamo, ma saranno sempre allineati
con gli altri.

Si pud dimostrare che tutte le soluzioni dell’equazione sono punti allineati e che tutti i
punti che sono allineati con due qualunque di quella retta hanno coordinate che sono soluzioni
di quell’equazione.

FIGURA 2.5: Retta di equazione: 3x +-2y — 6 = 0.

I matematici dicono che c¢’e una corrispondenza biunivoca tra le soluzioni di quell’equazione
e i punti di quella retta per cui dicono che quella equazione & I'equazione della retta e che quella
retta e il grafico dell’equazione.

2.2 Equazioni della retta

Nel paragrafo precedente abbiamo scritto ’equazione della retta in due modi diversi. A
questi due modi di scrivere 1’equazione sono stati dati dei nomi:
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3x 42y — 6 = 0: equazione implicita;
y= —%x +3: equazione esplicita.
In generale un’equazione implicita &€ un’equazione nella forma:
ax+by+c=0
e un’equazione esplicita &€ un’equazione nella forma:
y=mx+q
dove a, b, c, m, q sono dei parametri numerici mentre x, y sono delle variabili.

x & la variabile a cui diamo noi dei valori e si chiama variabile indipendente;

y ¢ la variabile il cui valore viene calcolato e si chiama variabile dipendente.

Cosa succede se nell’equazione implicita a o b valgono zero? Otteniamo delle equazioni
senza la x o senza la y. Possiamo osservare che anche le equazioni di primo grado con una
sola variabile rappresentano delle rette:

la retta s di equazione y = —2 ¢ l'insieme dei punti del piano che hanno I’ordinata
uguale a —2 e qualunque ascissa;

la retta t di equazione y = 3 e 'insieme dei punti del piano che hanno 'ordinata uguale
a 3 e qualunque ascissa;

la retta q di equazione x = —4 & I'insieme dei punti del piano che hanno l’ascissa uguale
a —4 e qualunque ordinata;

la retta r di equazione x = 1 & I'insieme dei punti del piano che hanno l’ascissa uguale
a 1 e qualunque ordinata.

Y Y

In conclusione 'equazione ax + by + ¢ = 0 al variare dei parametri a, b, ¢, rappresenta
tutte le rette del piano.
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2.3 Come disegnare le rette

Quando vogliamo disegnare una retta partendo dalla sua equazione, possiamo applicare
la seguente procedura:

Procedura 2.1. Per disegnare una retta:

a) ricava l'equazione esplicita y = mx + q

b) riempi una tabella con alcuni valori di x scelti da te e i corrispondenti valori di y calcolati;
c) per ogni coppia (x; y), disegna un punto sul piano cartesiano;

d) disegna una retta che passi per quei punti.

Consideriamo un altro esempio.

Procedura 2.2. disegna la retta che ha per equazione: x +2y + 6 = 0:

a) l'equazione esplicitaéy = —%x -3

b) Nel calcolo, ogni valore di x dovra essere diviso per due, quindi, per x scegli valori pari che
sono piit comodi, costruisci la tabella e calcola i corrispondenti valori di y, vedi figura 2.6;

c) disegna nel piano cartesiano i punti che ci stanno;

d) disegna la retta che passa per quei punti, vedi figura 2.7.

Yy

X1y

-6 | -6

4 | -5

2| 4

0 |-3

2 | 2 O x
4 | -1

6 | -0

FIGURA 2.6: Tabella. /

FIGURA 2.7: Disegno di una retta.

Ma ho proprio bisogno di tutti quei punti? Per individuare una retta bastano 2 punti
quindi noi ne useremo... 3! In questo modo se i punti non appariranno allineati sapremo che
abbiamo commesso un errore o nel calcolo o nel disegno. Un punto ci serve come controllo
(come l"ultimo carattere del codice fiscale).

2.4 Coefficienti dell’equazione esplicita

Prima di procedere dobbiamo procurarci un po” di esempi su cui ragionare. Disegna, in
un piano cartesiano, le seguenti rette:
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a)g:—%x+2 c)y=-3x+2
b) y=—3x+2 d) y=2x+2

Disegna in un altro piano cartesiano queste altre rette:

c) y:%x—l

a) y=,x—=6
x—4 d)y:%x

b)y=

[STESTTE
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e)y :%x—i—z
f)y :%X—I—Z
e)y =%x+2
f) y=4x+5

Confrontando cosa cambia e cosa resta uguale nei due gruppi di equazioni e di rette

possiamo concludere che nell’equazione y = mx + q:

il coefficiente g indica il punto in cui la retta interseca 'asse y e viene anche detto

intercetta o termine noto;

il coefficiente m ¢ legato alla pendenza della retta e viene anche detto coefficiente angolare;

2.4.1 1l coefficiente angolare

Sul coefficiente angolare possiamo fare alcune osservazioni:

1. se e positivo la retta & crescente;

2. se & negativo la retta & decrescente;

3. senon € né positivo né negativo la retta non & né crescente né decrescente, & costante;

4. pil si avvicina a zero pitl la retta si avvicina all’orizzontale;

5. piu si allontana da zero, sia in positivo (crescendo) sia in negativo (decrescendo), piit la

retta si avvicina alla verticale;

6. non esiste alcun coefficiente angolare che produca una retta verticale.

FIGURA 2.8: Coefficienti angolari.
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Se consideriamo una retta, ad es. y = %x — 2 e alcuni suoi punti ad es. A(—3; —4),

B(—1; —1), C(1; 2), D(—3; 5), possiamo osservare che il rapporto tra gli incrementi delle

ordinate e delle ascisse, cioe ’aumento dell’ordinata diviso I'aumento dell’ascissa, & sempre lo
stesso vedi figura: 2.10.

Y D/

Ys —YA _ 3 C
— = =35=m
XB — XA /
UC*UA :g:%:m Yo —Ya
XC —XA X
Yop—YA o9 3 _ ve - ua
. .. 6 2—Mm
XD — XA

FIGURA 2.9: Tre rapporti incrementali sulla stessa
retta.

Xg—xA |
XC — XA
XD — XA

FIGURA 2.10: §¥.

In generale, dati due punti qualunque di una retta:

Ay
™= Ax

2.4.2 Disegno rapido

L'ultima osservazione ci permette di usare un metodo rapido per disegnare le rette, un
metodo applicabile quando il coefficiente angolare & una frazione e I'intercetta un numero
intero (la maggior parte degli esercizi propone rette di questo tipo). Questo metodo ci mette
in grado di disegnare una retta in 10 secondi circa. Per ottenere questi tempi deve permetterci
di disegnare la retta senza farci fare calcoli, perché il nostro cervello non e adatto a fare calcoli.

Procedura 2.3. Disegna la retta che ha per equazione: y = mx + q:

a) individua: q, Ax e Ay
b) disegna sull’asse y il punto di ordinata q

c) a partire da questo punto conta Ax quadretti verso destra e Ay quadretti verso I'alto segna
questo punto;

d) ripeti I'operazione c) per trovare altri punti sia a destra sia a sinistra dell’asse y.
e) disegna la retta che passa per quei punti, vedi figura 2.12.
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r:y:—%x—i—él +2
q=4
Ax=3 4
Ay =2

(andare verso 'alto di —2
significa...)

FIGURA 2.11: Elementi da
individuare.

FIGURA 2.12: Metodo rapido.

2.5 Rette parallele e perpendicolari

Se abbiamo capito il significato di coefficiente angolare, non ¢ difficile, guardando I'equa-
zione di due rette dire se sono parallele. Nel seguente elenco evidenzia con colori diversi le
rette parallele:

a) y=—ix+7 d) y=2x+3 g)y=—3%x+7 j) 2x—4y+2=0
b) y=—3x+3 e)y=1ix+3 h) y=§x+2 k) 10x +15y +2
c) y=3x+2 f)y=—3x+3 i) =3x+9y =0 1) 3x—y+7=0

Definizione 2.2. Due rette sono parallele se e solo se hanno lo stesso coefficiente angolare.

Per le rette perpendicolari il problema e piit complicato. Partiamo da disegnare la retta r
di equazione y = %x poi ci procuriamo un oggetto dotato di un angolo retto e disegniamo la
retta s perpendicolare a T nel punto (0; 0). Dobbiamo disegnare con la massima precisione.

Possiamo osservare innanzitutto che se la retta precedente era crescente, la perpendicolare
sara decrescente e viceversa. In questo caso il coefficiente angolare di s sara negativo. Se
abbiamo fatto un buon lavoro con il disegno dovremmo trovare che, partendo dal punto in
cui r interseca l'asse y, il prossimo punto in cui la perpendicolare passa per 'incrocio dei
quadretti e (4; —5). Il coefficiente angolare di s &€ quindi: mg = —

my

Definizione 2.3. Due rette sono perpendicolari se e solo se il coefficiente angolare di una &
I'antireciproco del coefficiente angolare dell’altra.

Esempio 2.1. Dopo aver riportato su un piano cartesiano i dati dell’esercizio, data la ret-
tar: y= %X, calcola I’'equazione della retta s parallela a r passante per P(—4; 3).

Esempio 2.2. Dopo aver riportato su un piano cartesiano i dati dell’esercizio, data la ret-
tar:y= %x, calcola I’equazione della retta n perpendicolare a r passante per P(—4; 3).
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2.6 Retta per due punti

Pit1 sopra abbiamo ricordato che per due punti passa una sola retta. In quale modo
possiamo trovare 1’equazione della retta che passa per due punti assegnati?

Procedura 2.4. Calcola I'equazione della retta passante per i punti A e B:

a) Conoscendo i due punti non e difficile calcolare il coefficiente angolare: m = YE—3A
B—XA

b) poi resta da calcolare 'intercetta e per questo possiamo applicare la condizione di passaggio
per un punto: ya = mxa +q < q =ya — Mxa.

~

FIGURA 2.13: Equazione di una retta.

Esempio 2.3. Calcola I'equazione della retta passante per A(—3; 4) e B(6; —2) (figura: 2.13).
Per prima cosa disegna i punti e la retta. E facile prevedere che il coefficiente angolare
dovra essere negativo e che l'intercetta dovra valere all’incirca due.
Calcoliamo il coefficiente angolare:
o Ay yp—ya —2—-4 2-4 6 2
- Ax xg—xa 6—(-3) 6+3 9 3
Per trovare q e imponiamo che la retta di cui conosciamo m passi per A (si ottiene lo stesso
risultato imponendo il passaggio per B):

2 2 2
YA = gXA T Ed=Yataxaq =4+ 5(-3)q=4-2=2

L'equazione della retta & quindi:

2
y =—§x+2

(Come sospettavamo).
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Esempio 2.4. Calcola, usando la formuletta, I'equazione della retta passante per gli stessi due
punti.

2.7 Fasci dirette

L’equazione parametrica: y —yp = m(x — xp) al variare del parametro m rappresenta
senz’altro una retta perché & un’equazione di primo grado nelle due incognite x e y. Senz’altro
questa retta passa per il punto P, infatti se al posto di x e di y sostituisco rispettivamente: xp
e yp l'uguaglianza e verificata:

yp—yp =m(xp—xp) =0=m-0

Dunque y —yp = m(x —xp) € 'equazione di una generica retta passante per P. Al variare
di m ottengo quasi tutte le rette passanti per P...Perché quasi tutte?

Esempio 2.5. Dopo aver riportato su un piano cartesiano i dati dell’esercizio, scrivil’equazione
del fascio di rete passanti per il punto P(3; 2). Tra tutte queste calcola I'equazione della retta
parallela alla retta passante per i punti A(—4; 1) e B(3; —1).

Esempio 2.6. Dopo aver riportato su un piano cartesiano i dati dell’esercizio, scrivil’equazione
del fascio di rete passanti per il punto P(—23; 1). Tra tutte queste calcola I'equazione della
retta perpendicolare alla retta passante per i punti A(3; 4) e B(5; —2).

2.7.1 Formula della retta per due punti

A questo punto possiamo combinare due argomenti trattati per risolvere in un solo passo
un problema gia affrontato e risolto in due passaggi. Possiamo combinare la formula del
fascio di rette per un punto y —yp = m(x —xp) e la formula per calcolare il coefficiente
angolare m = YE—¥4 Sostituendo m nella prima otteniamo:

_YB _UA(
XB — XA

Yy—ya X —XA)

La formula per del fascio di rette passsanti per un punto permette di scriverne una analoga
che da immediatamente I'equazione di una retta passante per due punti.

2.8 Distanza punto retta

Ricordiamo che la distanza tra un punto e una retta & la lunghezza del segmento di
perpendicolare compreso tra il punto e la retta.

Procedura 2.5. Per trovare la distanza del punto P dalla retta r, basta:

a) calcolare I'equazione della retta s perpendicolare a v passante per P
b) trovare l'intersezione I tra le due retter e s
c) calcolare la distanza tra i punti P e 1.
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Fortunatamente qualche matematico € riuscito a sintetizzare tutto questo procedimento in
un’unica formula. Dato un punto P(xp;yp) e una retta r : ax + by + ¢ = 0, la distanza d(P, 1)
tra il punto e la retta si ottiene dalla seguente formula:

B laxp + byp + |
vaz+b?

Il numeratore e ottenuto partendo dall’equazione implicita della retta sostituendo le
variabili con le coordinate del punto P.

d(P,r)

Esempio 2.7. Dopo aver riportato su un piano cartesiano i dati dell’esercizio, calcola la
distanza tra P(—1; 5)er: y = %x —2.

Esempio 2.8. Dopo aver riportato su un piano cartesiano i dati dell’esercizio, calcola la
distanza tra P(4; —3)er: y = %x—k 5,

2.9 Intersezione di rette

Ritorniamo dove eravamo partiti: i punti di una rette sono tutti e soli quei punti le cui
coordinate sono soluzioni dell’equazione. Se due rette hanno un punto in comune questo
significa che le coordinate di quel punto sono soluzione di entrambe le equazioni. Trovare le
coordinate del punto che due rette hanno in comune significa trovare le soluzioni comuni alle
due equazioni.

Esempio 2.9. Disegna le dueretter: y = f%x +3es:y= %x — 2 individua graficamente
l'intersezione e verifica che le sue coordinate sono soluzioni di entrambe le equazioni.

Y
1
\ y:—7x+3
I 3
2:—§3+3:—1+3
y:%x—Z

o/ X 43
2=2-3-2=4-2
33

FIGURA 2.15: Verifica dell’in-
tersezione.

FIGURA 2.14: Intersezione di due rette.

Dopo aver disegnato le due rette si vede immediatamente che si intersecano nel pun-
to I(3; 2). Sostituendo 3 alla x e 2 alla y nelle due equazioni otteniamo:

y=—ix+3 = 2=-134+3=-1+3=2 =3x—2=2=33-2=4-2=2

Ovviamente il metodo appena utilizzato non e generale: come facciamo a trovare le coor-
dinate esatte se I'intersezione non cade esattamente sul vertice di un quadretto? Rovesciamo
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il problema: per individuare il punto cerchiamo i due numeri che risolvono entrambe le
equazioni, quei due numeri sono le coordinate dell’intersezione delle rette.

In matematica per indicare che due frasi devono essere contemporaneamente vere si
usa il simbolo di una grande parentesi graffa aperta che le racchiuda e l'insieme di pilt
equazioni che devono essere vere contemporaneamente viene chiamato sistema. Risolvere un
sistema significa trovare quei numeri che messi al posto delle incognite rendono vere tutte le
uguaglianza.

Alla soluzione dei sistemi e dedicato tutto il prossimo capitolo, ma possiamo intanto
anticipare uno dei trucchi che useremo: se nella prima equazione c’e scritto che y € uguale a
un’espressione, nella seconda equazione, al posto di y possiamo scrivere quella espressione.
Vediamo questo procedimento con un esempio.

2
Esempio 2.10. Disegna le due rette v : y = %X +2es: y = -x—1calcola le coordinate

dell’intersezione e verifica di aver ottenuto una soluzione credibile.

Y
{ y—§x+2
3 ’ :gxzil
gx+22:§X_1 /
x—=x=—-1-2
%_33 o~
6)6_18
X:;€1_8—3,6
=-(——=)—1
3(125) 17
5 5 ’

FIGURA 2.17: Intersezione di

FIGURA 2.16: Calcolo dell’intersezione.
due rette.

Dopo aver disegnato le due rette si vede immediatamente che si intersecano circa nel

punto I(3; 2). Risolviamo il sistema:
Y= %x +2

{y—§X—1

La prima equazione ci dice che y & equivalente a 3x + 3 quindi, nella seconda equazione
al posto di y scriviamo: %x + 3 otteniamo cosi un’equazione che contiene una sola incognita,
l'ascissa dell’intersezione:

%x +2= %x -1

%x—gx:—1—2
%X:—3
x=—8=36

E sostituendo questo valore in una delle due equazioni troviamo anche il valore dell’ordi-
nata dell’intersezione:
y=3-$)-1=-B-1=-F =34
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2.10 Esercizi

2.10.1 Esercizi dei singoli paragrafi
2.1 Equazioni lineari in due variabili

2.1. Individua quale tra i seguenti punti appartiene alla retta.

0)Y=17X— 37

) —Ex+é

1% 9*3 3
3 19

a)y =+ (-5, 9), (4 ~10), (4 ~9), (5; —9), (—6; 9), (5; —10)

b)y= —gx 37 (3; 10), (—4; —11), (-=5; —12), (4; 10), (=5; —11), (—4;, —12)
Q) y=ox+ 7 (115 6), (10; 7), (~10; 5), (~11; 5), (-10; 6), (10; ~6)

d) y=x— = (—12; —2), (11; 1), (—13; =3), (11; 2), (12; 1), (12; 2)
&) y= ot 2 (—1; 9), (1; =9), (~2; 9), (0; —9), (0; —10), (1; —10)

fy=—oxts (=9; 3), (—9; 4), (~8; 4, (8; —5), (7; —5), (8; —4)

8) y=gxto (5; 2), (—6; ~2), (~5; —3), (4 2), (~5; ~2),(—6; —3)
h) y=ox—3 (5; 5),(~7; =5), (6; 5), (~7; —6), (5; 4), (—6; —6)
i) y=-5x+49 (—9; —10), (—8; —10),(7; 8),(8; 8),(—9; —9),(8; 9)

Dy=gxtg (—11; 3), (10; =3), (—11; 2), (11; =3, (—12; 3), (10; —4)

K y=ox+ (45 ~8),(3; ~8), (-4 7), (-5, 7), (4 ~9),(~4; )
1) x =9 (—10; —9), (—10; —8), (=9; —8), (8; 7), (8; 8), (9; 8)

m) Y= ox+ (<280, -9), (-1 7),(-27), (1810, 9
n) y=3x+10 @ 9,5 4), (-5 —6), (6 —5), (4 5), (-5 —5)
3 135 |

(—12; 5),(—12; 6), (10; —6), (11, —6), (—11; 5), (11 —7
(=2, =2),(=1; =2),(0; 1),(1; 2),(—1; =3),(0; 2)

(=7; 2),(=6; 2),(=7; 1), (5; =2),(—6; 1),(6; —2)

q)y—ﬁx+€

2.2 Equazioni della retta

2.2. Riconosci quali delle seguenti & 'equazione di una retta:

a) y=-3x+4 i) y+4x=>5

b) y*=x+3 j) 5x —4y+3=0

) yl=—x+y>-2 k) (x+3)2—(y+2)? =2x—2y
d) (x+2)(x—2) = (x+3)? 1)y=0

e) (x+yllx—y)+(y—>52%=(x+4)? m) y=2

f) 0,1x+0,2y =0,3 n) x=y

g) x> —y?> =0 0) Ox+0y=7

h) 3x% —2x + 5y = 3x? p) x> —(x+2)2=7(x—y)
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2.3. Trasforma le equazioni implicite in equazioni esplicite.

a) —Ix—11ly—110=0
b) —8x—2y—20=0
c) —I9x=0

d) 8&x+y—-7=0

e) 2x—6y—54=0
f) —6x—9y—27 =0
g) 7x—8y—64=0

h)
i)
j)
k)
1)
m)
n)

4x—-5y—-5=0
x—y—9=0
dx+7y+14=0
—7x+6y+0=0
—5x+10y —-50 =0
x=0
6x+4y—4=0

2.4. Trasforma le equazioni esplicite in equazioni implicite.

a)y =§g+2
b)y :1—15x76
<)y =;§x+10
d) vy :§x73
e)y=—x—>5
fy x=0

8
g)y =§X+8

2.3 Come disegnare le rette

j)
k)
1)
m)

n)

1
y _ﬁ;+9
=——x—7
Y %OX
y =—§X—7
y=-—11x+38
5
y ——ﬁx—i—lO
y=-8
3
y :—gx—6

0) 6x—11y+99 =0
p) 11x—8y—40=0
q) x=-7

r) 4x—9y+36=0
s) 9x—6y—6=0
t) —7x+4y—40=0
u) 8x+4y—12=0

o)y=1
9

P)y=—zx—9
q)y=%x
r)y :57;{—7
s)y z—%—ox—i-Z
u) ——§x+1

YT
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2.5. Disegna i seguenti gruppi di rette in diversi piani cartesiani calcolandone prima, in una
tabella, tre punti.

1.
2.

N o g

a)

y:gx+7 b)
y=3x+12 b)
y:fgx+6 b)
x=0 b)
yzgx—6 b)
y=7x+5 b)
1
y:70x710 b)

y:%x—6 oy
y=-3 9y
y=2x—9 vy
y=—%§—7 o y
y=3x+10 C)

y=>5x+4 Yy
y:f§x+4 o x

6

——x+11

11

2.6. Disegna i seguenti gruppi di rette in diversi piani cartesiani calcolandone prima, in una
tabella, tre punti.

1.

No o e w N

a)
a)
a)
a)
a)
a)
a)

2x—10y -30=0
1Ix—3y—12=0
—7x—4y—4=0
10x—y+9=0

dx +4y+36 =0

—7x+7y+63=0
—5S5x+5y—45=0

b)
b)
b)
b)
b)
b)
b)

4x+10y—40=0
7x=0
Ix+7y+42=0
6x—8y—48=0
—5x—8y—48=0
7x+6y+30=0
8x—y+11=0

<)
<)
<)
<)
<)
<)
<)

—3x+y+0=0
—10x—2y—16 =0
—8x+y+9=0
—7x—y—11=0
—7x=0
—11x—-y+3=0

5x+ 6y —24 =0
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2.4 Coefficienti dell’equazione esplicita

2.7. Disegna i seguenti gruppi di rette in diversi piani cartesiani usando il metodo rapido.

1. a) y:—gx—4 b) y=x-8 ) y:—gx—Z
2. a) y:—%x—l—ll b) y——l%x 6 ¢ y=7x—7

3. a) y:§x+3 b) y=2x—-6 ¢ y=-—x+1

4. a) yzix—4 b) y:%x—i% C) y:—gx—S
5. a) vy :—19—0x—11 b) y=-3x+12 ¢ vy :—§x+12
6. a) y=1 b) y:%x—kS ) y—l?)—ox 4

7. a) y=-2 b) y=x+12 ¢ y=2x—7

2.8. Disegna i seguenti gruppi di rette in diversi piani cartesiani usando il metodo rapido.
1. a) 8—2y—18=0 b) —-5x+6y—18=0 «¢) 9x—45=0

a) —7x+8y+80=0 b) 2y+18=0 —4x+6y+12=0

a) —7/x—6y+12=0 b) —6x—4y+20=0 —4x+y+6=0

a) 10x—11ly=0 b) —-5y+15=0 3x+11ly+0=0

a) —5x+5y+50=0 b) —2x+7=0 6x—5y+30=0

a) —8x—y+12=0 b) —4x+1ly—11=0 —2x+7y—84=0

a) —12x—7y=0 b) 8x—10y—50=0 5x—10y—30=0

0 n

0

Al
(@)

0
N N N N

(e

2.6 Retta per due punti

2.9. Calcola I'equazione della retta: AB.

a) A(3; 2), B(8; 8) y=ox—s1  §) A —6), Bl 1)y = —x— 2]
b) A(—6;7), B(-11;6) [y= %x+ %] k) A(—4; 9), B(3; 6) [y = _§X+ %]
&) A(=9; 1), B(9; 4) y=gxto  DALS),BEL 1) [y=x- ]
d) A(0; —12), B(—10; 11) [y = —%x—lZ] m) A(—6; 1), B(—12; 6) [y = —gx—4]
) ACS 1), B4 -2 [y=—3x— 2] A AD, B9y _fo,ox P

£ @ 0) Al —6), B(-12;7) [y = —ox— o]
f) A(_?’; _4)r 3(4; _7) [y = _§X_ 7] ) ( ; ) (74. 73) [y T XJrl]

2 61 1 19
g) Al6; —7), B-1; -9)  [y=2x—31 ) A-99), B9 10)  [y=qox+ ]
h) AL 3) B-7 ) [y=oxt 2] 1) Al -5), B-10;11) [y =—ox— 2]

11 89 s) A(—4; 8), B(—6; 2) [y =3x+20]

i) A(10; 1), B(—11; —10) [y = —=x— =]
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2.10. Per ciascuna delle seguenti terne di punti disegna la retta AB e le rette parallela e

perpendicolare passanti per C.

a) A(10; 7), B(—9; —10), C(3; —12) h) A(—

b) A(-1; 6), B(—5; 6), C(—4; —5) i) A(—

c) A(—7;, =2), B(—9; —6), C(5; —12) i) Al

d) A(=3; 0), B(—4; —4), C(-9; —9) k) A(0;

e) A(4; —3), B(—10; 9), C(8; 6) 1) A(—2; -2), B
f) A(4; 11), B(—12; —11), C(9; 5) m) A(—7; -9), B
g) A(6; —2), B(—12; —7), C(10; —8) n) A(-8; —5), B

7), C(4; 8)
), C(4; 10)

1), C(9; 5)

2.11. Per ciascuna delle seguenti terne di punti disegna la retta AB e le rette parallela e

perpendicolare passanti per C. poi calcolane le equazioni.

6 21 6 93 13 53
4; —12), B(9; — ; — =—-X——,Yy==x——,y=—x—4
b) A(4; —12), B(9; —6), C(6; —9) 4[1.4 ?17; 5 Y \ X 132 /Y 156X ]
c) A4, -9), B(-11; =5), C(4;, —10) [y = —EX— 15’ 1;12 _EX_ 157 Y= Z7X—25]
1 14
e) A(6; —3), B(9; —12), C(10; 8) [y=-3x+15 y=—-3x+38, y= §x+ E]
£) A—4; —8), B(4; 2), C(—12; —11) [y = 2x—3,y = ox+4 Y= —2x— 2]
4 4 5 . 5
g) A(10; —6), B(9; 7), C(0; —5) [y=—13x+124, y=—13x—5,y = ﬁfo]
4 8 8 3 3
h) A‘(_ZI 0)/ B(ll 4)/ C(zl O) [y §X+ 5/ Yy ;X §/51J _gx'i_ g]
i) A(—10; 7), B(—6; —3), C(11; 5) ly= —Ex—l& Yy=—xx+—,y= gx—k §]
13 7 13 167 8 49
i) A(—6; 8), B(2; — —11; — = x—l y=—x— Ly = —xt+ —
j) A(=6; 8), B(2; —5), C(—11; -3) [y g 1Y s g 3%t 131
2.8 Distanza punto retta
2.12. Calcola la distanza tra il punto P e la retta r
94
a) P(11, —7), r: —6x+7y+21 =0 — ~10.2
) P( ) y [8})/g ]
b) P(—10; 10), r: 3x+10y+10=0 —— =~ 7.663
) P( ) y [\4‘16—9 ]
c) P8, —-1), r: —12x—10y+40=0 — & 2.945
) P( ) y [\/24:—%O ]
d) P(-5; —11), r: —6x+0=0 —— 5.0
) P( ) 1[1\4/376 ]
e) P(—1;, —4), r: —3x+9y—81=0 — ~12.02
) P( ) y [@ ]
f) P(=3;0), r: 9x—6y+72=0 [— ~ 4.16]
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g) P(—10; =7), v: 10x—9y +27 =0
h) P(4,0), 7: —9x+4y+44=0

i) P(=5;8), r: 10x—3y—27 =0
j) P(—11; 0), r: 9x+11y—33=0

k) P(—9; —10), r: 2x+4y+24=0
2.13. Calcola la distanza tra il punto P e la retta r

1
a) P(=2; -10), r: y= —§x—11
2

b) P(7, -9), r: y= ﬁx+l
3
c) P(6; —2), r: y :—ix—l
2

d) P(-1;, =7), r: y :—gx—6

e) P(—4,0), r:y=—x+7

10
f) P(11; tyYy=-—x-+2
) P(11; 9), r T
1
g) P(8; 0), T:y = —15x—6
9
h) P(-8; —4), r: y= 0%~ 6
i) P(2,0), r: y :—gx+2
1
j) P(9;7), v: vy :§x+2
k) P(—=3; 1), r: yz%x—i—Z
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10

——— ~0.7433
[ Tgl ]
—— ~0.8123
[ 5 ]
(190 96741

w
[—— ~ 9.287]
—— =~ 7.603
[ 55 ]

7

—— ~0.773
[1222 |
—— ~11.09
[ ngg ]
— ~28
[ T;)O ]
— =13
;3 29 |
— =~ 7.778
[ s ]
i ~ 2.22]
- ~6.766
R
—— ~3.865
[ 2?81 ]
—— ~0.2561
[ 467 ]
—— ~0.4472
[ 1@0 ]
—— ~0.1374
[ = ]

2.14. Per ciascuna delle seguenti terne di punti disegna la retta AB e calcola la sua equazione.
Calcola la lunghezza del segmento AB, la distanza del punto C dalla retta AB e l’area del

triangolo ABC

a) A(—4; 10); B(=3; 0); C(3; —9)
b) A(8; 11); B(6; —7); C(7; —7)
¢) A(11; 2); B(2; 7); C(11; —1)
d) A(=5;9); B(-8; 4); C(9; —5)

e) A(6; —8); B(—10;, —6); C(4; —10)

51
[y = —10x — 30; v101; ———; 25.5]

\/ﬁ9
[y:—§x+ , V106; \/ﬁ 135]
[y—gx—&-Sz V34; \1/1334 56]
129 360, 18 18 18]

=—=X—
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f) A(3; —6); B(—5; —2); C(10; —11) ly=-—5x-5; V/80; N 6]

) A(1; —2); B(3; —11); C(7; —2) [ =t 2 VB 2 27]
g 7 7 7 7 7 y - 2 2/ 7 ,\/875’

h) A(—6; 9); B(11; 11); C(1; 4) [y = gx+ 165 , \V/293; i : 49.5]

7 7 7 7 7 y - 17 17 \/2973/ .
i) A2 1); B(6; 1); C(—6; —7) =1 vi6 %; 16.0]
6 34 41

i) A(1;, —4); B(—6;, —10); C(7; 7 =—-x——, V85, —; 205

j) Al ); B( ); C(7; 7) [y177><357 V85 1\@75 ]

k) A(11; —8); B(—8; 9); C(0; —8) ly =—1** 1o V/650; @; 93.5]

2.15. Disegna le due rette, individua le coordinate dell’intersezione, verifica che queste sono

soluzioni di entrambe le equazioni.

1 Cy Ay e 1 —
a) r:y=4x-8§; s:y2—1x+9 g)r.y—% 5-9—167‘_125
5 1 h)yr:y=—x—-11;, s:y=——x+4
b)r:y:§x—4; s:y:Zx—7 %1 1 11
20 17 i)r:y==-x+7 s:y=—x—11
c)r:y=—§x+9; s:yz—?x+6 ) Y % V=7
d)r:y=1 s:y=3x—-11 j)T:y=§x+7; s:y=4
5
e)r:y:—ix—él; s:y=-—8x+7 k) r:y=9; s:yzgx—l
17
fyrry=4x-3 s:y= 35 8 l)r:yzgx—ll; s yz%X—lZ

2.16. Disegna le due rette e calcola le coordinate dell’intersezione.

a)r:y ——%x 6, s:y :—%x 6 [(0; —6)]
b)r:y:;x—l; s:y:%x—7 [ — 35 28
5 6 1176 152
c)r:y= EX+6 s:y:—§x—8 < To7 107)]
11 1
d)r:y*—7x+1 s:y:—gx+6 ( >, 6)]
7 177
e)r:y=11x-8; s:y:—ﬁx—l (128 8>]
fyr:y=4; s:yzgx ( 4)]
5 11 280 73
g)r:yzix—ll; s:y:—7x+9 <57 5)]
h)r:y:fgfo; s:y:ngrll < >]
i)T:y:gx—ﬁ—l; s:y:§x+l2 ( >]
j)r:y:—%x—i—Z; s:y=2x+12 30 24)]
k)yr:y=—-7x+1, s:y=-5x+11 5 36)]
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2.17. Disegna le due rette e calcola le coordinate dell’intersezione.

140 127
a) T:4x+7y—63=0;s: —9x—10y +110 =0 [(23, 23>]
b) r: =7x+0=0;s: —6x+6y+60=0 [(0; —10)]
c)r: 8 +0=0;s: —10x—12y+72=0 [(0; 6)]
1
d) r: —12x—10y—60 =0;s: 6x—5y+10=0 [<30; 2>]
e) 1:4x—8y+24=0;s: —1x+10y+50 =0 [(—20; —=7)]
fyr: —9x+2y—2=0;s: —Ix+10y+30=0 [ —%; —% ]
g)T:7x+0=0;s: —3x+10y—20=0 [(0; 2)]
h) r: —=1x—12y+12=0;s: —2y+18=0 [(—=96; 9)]
4
i)r: =1x+3y+30=0;s: 11x—9y—72=0 [(Z} 43>]
: 9% 11
j)T:1lx—1y+11=0;s: —7x—8y—8=0 [(—95, —95>]

2.10.2 Esercizi riepilogativi
2.18. Determina il circocentro, ’ortocentro, il baricentro, il perimetro e 1’area del triangolo
avente per vertici i punti A(—1; —1), B(2; —1), C(0; 3).

1
2.19. Determina la proiezione ortogonale del punto P(—1; —4) sulla rettay = X 1

2.20. Dati i tre punti A(1; 3), B(—1; 6), C(—4; 4) determina il punto D in modo tale che
il quadrilatero ABCD risulti essere un quadrato. (Suggerimento: ci sono due metodi per
risolvere 1’esercizio, uno e molto veloce...)

2.21. Verifica che il triangolo di vertici A(3; 2), B(2; 5), C(—4; 3) e rettangolo e calcola l'area.
[10]

2.22. Nel fascio di rette di centro A(—2; 1) determinare la retta r perpendicolare alla retta di

equazione 2x —2y —3 =0 [x+y+1=0]
2.23. Nel fascio di rette parallele a y = —2x determinare la retta r passante per A(0; —3) [2x +
y+3=0]

2.24. Dati i tre vertici di un triangolo A(5; 0) B(1; 2) e C(—3; 2), scriverne le equazioni dei
lati. [x+2y—5=0x+4y—-5=0y =2]

2.25. Scrivere 'equazione di una retta passante per A(4; 2) e per il punto comune alle
retter: x+y=3es: x—y+1=0 [y=2]

2.26. Scrivere ’equazione della retta congiungente il punto d’intersezione delle rette a : x +
y=3eb: x—y+1=0, conquello d’intersezione dellerettec : x —y =1edx =—1[y =2x]

2.27. Scrivere 'equazione della retta passante per A(—5; —1) parallela alla retta congiungente
l'origine delle coordinate con B(1; 2) [2x—y+9=0]

2.28. La retta passante per A(2; 3) e B(—1; —6) e quella per C(6; —1) e D(—3; 2) come sono
fra loro? [perpendicolari]



Rette parallele

3.1 Rette parallele

Secondo la definizione di Euclide, due rette nel piano sono parallele se non hanno punti in
comune. In maniera pitt moderna il concetto di parallelismo e interpretato come l'avere la
stessa direzione. Si puod anche dare una formulazione che unifichi le due definizioni precedenti;
si deve pero ricorrere al concetto di distanza: due rette nel piano sono parallele se mantengono
sempre la stessa distanza. Se la distanza e nulla, le due rette sono coincidenti. Ricordiamo
che la distanza tra due punti P e Q € la lunghezza del percorso piit breve che unisce i due punti.
analogamente la distanza tra un punto P e una figura F & la lunghezza del percorso piii breve
che unisce il punto P con un punto qualsiasi della figura F.

Nel seguito useremo la seguente:

Definizione 3.1. Due rette giacenti nello stesso piano si dicono parallele se sono coincidenti
oppure non si incontrano mai.

Euclide, dopo aver trattato una perte della geometria ha introdotto un quinto postulato
relativo al parallelismo, la versione “moderna” del V Postulato di Euclide dice:

Postulato 3.1. dati una retta r ed un punto P, allora esiste una ed una sola retta parallela ad
T e passante per P.

Si e scelto di considerare parallele sia rette nel piano che non hanno punti in comune sia
rette coincidenti proprio per fare in modo che la relazione di parallelismo sia una relazione
di equivalenza: riflessiva, simmetrica, transitiva. Con la definizione di parallelismo data
da Euclide, al contrario, sarebbe stata solo simmetrica, ma non riflessiva né transitiva. Per
convincersi della non transitivita, basta considerare tre rette a, b, ¢ con a e ¢ coincidenti e
b parallela ad entrambe e distinta da esse: allora a || be b || ¢, ma a e ¢ non sono parallele
secondo la definizione di Euclide.

Procedura 3.2. Costruzione della parallela a una retta, passante per un punto C esterno ad essa:
1. Traccia la retta r passante per due punti qualsiasi A e B.

Traccia un punto C non appartenente alla retta.

Traccia la retta passante per C ed A.

Traccia la circonferenza C_0 di centro C e raggio CA

Traccia la circonferenza C_1 di centro A e raggio CA

Denomina D ed E (E é piii vicino a C) i punti di intersezione della retta r con la circonferenza

C_1.

7. Traccia la circonferenza C_2 di centro A e raggio EC, che interseca la circonferenza C_1 nei
punti G ed F (G appartiene allo stesso semipiano individuato da r, contenente C).

8. Traccia la retta CG, che e la parallela alla retta AB, passante per C.

S U1tk oIS
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3.1.1 Rette parallele tagliate da una trasversale

Due rette parallele a e b vengono intersecate da una retta c (detta trasversale) che non &
parallela ad esse,

se la retta c & perpendicolare (ad entrambe), si vengono a formare otto angoli retti;
se la retta c non & perpendicolare ad esse, si vengono a formare otto angoli, di cui quattro
acuti e quattro ottusi, rispetto alla posizione che occupano alle coppie vengono attribuiti
1 seguenti nomi:

le coppiediangolile5,2e 6,3 e7, 4 e 8 si dicono corrispondenti;

le coppie di angoli 3 e 5, 4 e 6 si dicono alterni interni;

le coppie di angoli 1 e 7, 2 e 8 si dicono alterni esterni;

le coppie di angoli 3 e 6, 4 e 5 si dicono coniugati interni;

le coppie di angoli 1 e 8, 2 e 7 si dicono coniugati esterni.

Inoltre le coppie 1 e 3,2 e4,5e 7, 6 e 8 sono angoli opposti al vertice.

1/2
a

4 /3

5/ 6
b
8 / 7
Teorema 3.3 (delle parallele [diretto]). Se due rette tagliate da una trasversale formano una
coppia di angoli alterni interni congruenti allora sono parallele.

Dimostrazione. Ragioniamo per assurdo. Sup-
poniamo che la tesi sia falsa, cioe che le rette a
e b non siano parallele. Se non sono parallele

si incontreranno in un punto C e quindi tra | A
esse e la trasversale si viene a formare il trian-
golo ABC. Per il teorema dell’angolo esterno * ¢
del triangolo, I’angolo (esterno) « ¢ maggiore
dell’angolo (interno) 3. Questa conseguenza B
b

contraddice I'ipotesi del teorema, secondo la
quale gli angoli alterni interni « e 3 sono con-
gruenti. Allora abbiamo sbagliato a negare la

tesi, che percio risulta vera. O
Possiamo generalizzare il teorema precedente ad altri casi.

Teorema 3.4 (Criterio di parallelismo). Se due rette sono parallele se, tagliate da una trasversale,
danno origine ad una tra le seguenti coppie di angoli:

angoli alterni interni o alterni esterni congruenti;
angoli corrispondenti congruenti;
angoli coniugati interni o coniugati esterni supplementari
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Teorema 3.5 (delle parallele [inverso]). Se due rette sono parallele allora esse formano con una
trasversale qualsiasi due angoli alterni interni congruenti.

Dimostrazione.
Ragioniamo per assurdo. Supponiamo che la tesi sia
o) _—

falsa, cioe che esista una coppia di angoli alterni interni
o e con o > P. Per il punto P, vertice dell’angolo o si
potra allora tracciare una retta a’ in modo che I'angolo  «a o
da essa formato «’ sia congruente a 3. Ne segue che a’
e b sono parallele perché formano angoli alterni interni b
congruenti. /

Allora esisterebbero due rette distinte, a e a’, passanti per lo stesso punto P, entrambe parallele
alla retta b. Questa conclusione contraddice il V postulato di Euclide, secondo il quale per un
punto esterno a una retta passa un’unica parallela. In altre parole la tesi & vera. O

In generale possiamo enunciare il seguente

Teorema 3.6. Se due rette sono parallele allora esse formano con una trasversale qualunque

angoli alterni interni o alterni esterni congruenti;
angoli corrispondenti congruenti;
angoli coniugati interni o coniugati esterni supplementari.

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato che sono congruenti gli angoli alterni interni formati
da due parallele tagliate da una trasversale. Tenendo conto che gli angoli opposti al vertice
sono congruenti e gli angoli adiacenti sono supplementari, si possono dedurre facilmente
tutte le tesi di questo teorema. O

3.2 Somma degli angoli interni di un triangolo

Passiamo ora a dimostrare il secondo teorema dell’angolo esterno di un triangolo.

Teorema 3.7. In un triangolo, un angolo esterno é congruente alla somma dei due angoli interni
non adiacenti.

Dimostrazione. R
Sia ABC un triangolo e sia CBD un angolo Ie

esterno. Tracciamo la semiretta BE || AC che
divide l'angolo CBD in due parti, CBE ed
EBD. L’angolo C BE risulta congruente all’an-
golo ACB in quanto i due angoli sono alterni
interni rispetto alle rette parallele AC e BE .
tagliate dalla trasversale CB. A B b
Analogamente 'angolo EBD risulta congruente all’angolo CABin quanto i due angoli sono
corrispondenti rispetto alle rette parallele AC e BE tagliate dalla trasversale AD. Dunque
CBD ¢ congruente alla somma degli angoli interni di vertici A e C. O
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Corollario 3.8. La somma degli angoli interni di un triangolo é congruente ad un angolo piatto.

Dimostrazione. Dalla figura precedente ABD = ABC + CBE + EBD = ABC + BCA + CAB,
pertanto la somma degli angoli interni & congruente all’angolo piatto ABD. O

Corollario 3.9. Un triangolo non puo avere piir di un angolo retto e/o ottuso.

Dunque, necessariamente almeno due angoli sono acuti. Di conseguenza, gli angoli alla base
di un triangolo isoscele devono essere acuti.

3.3 Somma degli angoli interni di un poligono

Teorema 3.10. Dato un poligono P di n lati, la somma degli angoli interni di P é n — 2 angoli
piatti.

Dimostrazione. Infatti, dato un qualunque poli-
gono (anche concavo) di n lati, scelto un oppor-
tuno punto interno ] in modo che, congiunto
con esso ciascun vertice il poligono resti diviso
in n triangoli, si puod osservare che la somma
degli angoli interni del poligono ¢ data dalla
somma degli angoli interni di n triangoli (n an-
goli piatti) meno l’angolo giro (2 angoli piatti)
in]. O

Teorema 3.11. La somma degli angoli esterni di un qualsiasi poligono convesso, indipendentemente
dal numero dei lati, é congruente ad un angolo giro.

Dimostrazione. Ogni angolo esterno e adiacen- B

te ad un angolo interno, per cui se si hanno m

lati, e quindi m vertici, la somma degli angoli A

interni e degli angoli esterni & pari ad m angoli

piatti. Essendo la somma degli angoli interni C
congruente a m — 2 angoli piatti (per il teorema
precedente), la somma degli angoli esterni sara
di due angoli piatti, cioé un angolo giro. [ D

3.4 Generalizzazione dei criteri di congruenza dei triangoli

Se due triangoli hanno rispettivamente due angoli congruenti, allora anche i terzi an-
goli saranno congruenti nei due triangoli, in quanto supplementari della somma di angoli
congruenti.

Dunque, se due triangoli hanno congruenti un lato e due angoli, anche se il lato congruente
non & compreso tra i due angoli congruenti, risultano congruenti. Precisamente, vale la
seguente proposizione.
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Teorema 3.12 (Generalizzazione del 2° criterio di congruenza dei triangoli). Due triangoli
sono congruenti se hanno rispettivamente congruenti una coppia di lati e due coppie di angoli
ugualmente posti rispetto ai lati congruenti.

Dimostrazione.
Il caso in cui il lato congruente & compreso
tra gli angoli congruenti é stato gia dimostra-
to (2° criterio di congruenza dei triangoli) ed
utilizzato per la dimostrazione di varie pro-
prieta. Ora consideriamo l'altro caso. In figura x B
abbiamo rappresentato due triangoli, ABC e
A’B’C’ che hanno per ipotesiilatiAC = A’C’
egliangolic =o' e p = B'.
I due triangoli risultano congruenti, poiché deve risultare ACB = A’C'B/, in quanto tali an-
goli sono supplementari alla somma di angoli congruenti per ipotesi (la somma degli angoli
interni di un triangolo € un angolo piatto). Ci riconduciamo quindi al caso del 2° criterio di
congruenza, gia dimostrato in precedenza. O

Riprendiamo una proprieta dei triangoli isosceli che abbiamo enunciato ma non abbiamo
dimostrato.

Proposzione 3.13. In un triangolo isoscele, I'altezza relativa alla base é anche bisettrice dell’angolo
al vertice e mediana relativa alla base.

Ipotesi: IG = IH, o = 3, IL L GH.
Tesi: GIL = HIL, GL = LH.

Dimostrazione. 1 triangoli GLI e LHI sono congruenti per
il secondo criterio generalizzato, avendo congruenti un
lato (quello obliquo, IG = IH) e due angoli (x = f e
LG = IfH). Di conseguenza, i restanti elementi sono
ordinatamente congruenti, in particolare GL = LH e
GIL = HIL. O

U Osservazione Dall’esame dei primi tre criteri di congruenza dei triangoli, nonché dalla
generalizzazione del secondo criterio, si potrebbe essere indotti a pensare che due triangoli
sono congruenti se hanno tre coppie di elementi rispettivamente congruenti, se almeno una
delle tre coppie di elementi & costituita da lati.
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In realta, il primo criterio non si puo generalizzare come

il secondo. Basta pensare alla figura a lato: ADC & un Is

triangolo isoscele, B & un punto sul prolungamento della

base AD. Unendo B con C, vengono individuati due

nuovi triangoli, ABC e BCD che hanno in comune il lato

CB e l’angolo di vertice B, ed hanno inoltre congruenti i

lati AC e CD, ma evidentemente non sono congruenti.

Quindi se due triangoli hanno due lati ed un angolo

qualsiasi congruenti, non & detto che siano congruenti.

Pero nei due triangoli citati in figura, gli angoli CABe A D B

CDB sono supplementari.

3.4.1 Congruenze di triangoli rettangoli

Per quanto affermato nelle proposizioni precedenti, sappiamo che i triangoli rettangoli
hanno una coppia di angoli congruenti (quelli retti, essendo tutti congruenti fra loro, come
affermato dal IV postulato di Euclide) e gli altri angoli necessariamente acuti, in quanto la
somma degli angoli interni di un triangolo ¢ congruente ad un angolo piatto (come segue dal
secondo teorema dell’angolo esterno e dai corollari).

Tenendo conto dunque dei criteri di congruenza dei triangoli, si possono riformulare
dei criteri di congruenza specifici per i triangoli rettangoli. Di questi ultimi omettiamo la
dimostrazione.

Teorema 3.14 (Criteri di congruenza dei triangoli rettangoli). Due triangoli rettangoli sono
congruenti se hanno rispettivamente congruenti almeno uno tra:

i due cateti (1° criterio);

Uipotenusa e un angolo acuto (2° criterio);

un cateto e I'angolo acuto adiacente (2° criterio);
un cateto e I'angolo acuto opposto (2° criterio);
un cateto e l'ipotenusa (4° criterio).

A titolo esemplificativo, ecome applicazione dei criteri, proponiamo qui di seguito due
possibili costruzioni di triangoli rettangoli mediante 1'utilizzo della riga e del compasso.

Procedura 3.15. Costruisci un triangolo rettangolo i cui cateti sono congruenti a due segmenti
dati:

Traccia due segmento AB e CD.

Traccia un punto E e la circonferenza ¢’ di centro E e raggio AB.

Considera sulla circonferenza ¢’ un punto e denominalo F.

Traccia il segmento EF.

Costruisci la retta r passante per E e perpendicolare a EF.

Traccia la circonferenza c” di centro E e raggio CD.

Denomina G e G’ le intersezioni della retta r con la circonferenza c” tracciata.

Il triangolo EFG e rettangolo e ha i due cateti EF e EG congruenti ai due segmenti AB e CD
dati. Lo stesso vale per il triangolo EFG’.

O NS HR W=
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Procedura 3.16. Costruisci un triangolo rettangolo, dato un cateto e un angolo adiacente al cateto:
1. Traccia un segmento AB e costruisci un angolo CDE.

. Traccia un punto F.

. Traccia la circonferenza di centro F e raggio AB.

. Traccia arbitrariamente sulla circonferenza un punto G.

. Traccia la semiretta di origine G e passante per F.

Trasporta I'angolo CDE sulla semiretta GF.

Costruisci la perpendicolare s a FG e passante per F.

H e il punto di intersezione del secondo lato dell’angolo (diverso dalla semiretta FG) con la

perpendicolare s.

9. Il triangolo GFH e il triangolo rettangolo in F, con un angolo acuto congruente a CDE
(quale?................. ) e un cateto congruente ad AB (quale? ... .............. )

o NS DR W

Procedura 3.17. Costruisci un triangolo rettangolo, dato un cateto e l'ipotenusa:
1. Traccia un segmento AB e un segmento DE > AB.

Traccia un punto F del piano.

Traccia la circonferenza di centro F e raggio congruente ad AB.

Sia G un punto della circonferenza.

Traccia il segmento FG e la retta r perpendicolare a FG e passante per F.

Traccia la circonferenza di centro G e raggio congruente a DE,

Denomina H il punto di intersezione fra la retta r e la circonferenza.

Il triangolo HFG é il triangolo rettangolo con un cateto congruente ad AB e l'ipotenusa

congruente a DE.

Si puo dire che il triangolo rettangolo si forma in ogni caso?

SRS TS, SR

3.5 Disuguaglianze tra gli elementi di un triangolo

Teorema 3.18. In un triangolo, a lato maggiore si oppone angolo maggiore.

Ipotesi: BC > AB. Tesi: BAC > ACB.

Dimostrazione. Scegliamo opportunamente un punto D sul lato
maggiore BC in modo che BD sia congruente ad AB. Se uniamo
A con D, poiché il segmento AD e interno al triangolo ABC, il
triangolo ABC viene diviso in due nuovi triangoli, ADB e ACD.
Il triangolo ADB e isoscele sulla base AD pertanto ha gli angoli
alla base congruenti, per cui risulta BAD = ADB. Ma BAD &
una parte propria di BAC, mentre ADB, come angolo esterno al
triangolo ACD e maggiore dell’angolo ACD = ACB, interno non
adiacente, per il primo teorema dell’angolo esterno. Si ha dunque:
BAC > BAD = ADB > ACB e quindi la tesi (in maniera del tutto
analoga si puo dimostrare che BAC > ABC). O




60 Capitolo 3. Rette parallele

Teorema 3.19. In un triangolo, ad angolo maggiore si oppone lato maggiore.

Ipotesi: BAC > ACB. Tesi: BC > AB.

Dimostrazione.

Dimostriamo la tesi in maniera indiretta, facendo uso del teorema B
precedente e del teorema del triangolo isoscele. Supponiamo vera

l'ipotesi BAC > ACB. Facciamo un confronto tra i segmenti BC e

AB considerando tutte le possibilita. E possibile che sia:

(i) BC = AB; (i) BC < AB; (iii) BC > AB.

A C
Se fosse vera la (i), il triangolo ABC sarebbe isoscele sulla base AC e risulterebbe BAC = AC B,
per il teorema del triangolo isoscele, contro l'ipotesi.
Se fosse vera la (ii), per il teorema precedente risulterebbe BAC < ACB, contro l'ipotesi.

Rimane solo la possibilita che sia vera la (iii), la quale infatti non contraddice il teorema
precedente, anzi lo conferma. Quindi la tesi € dimostrata. O

Da questo teorema discende la proprieta che in un triangolo rettangolo 1'ipotenusa &
sempre maggiore di ciascuno dei due cateti, in quanto 'ipotenusa é il lato che si oppone
all’angolo maggiore, I’angolo retto.

Ora dimostriamo una proprieta importante dei triangoli, nota come disuguaglianza triango-
lare.

Teorema 3.20 (Disuguaglianza triangolare). In un triangolo, ciascun lato é minore della somma
degli altri due e maggiore della loro differenza.

Dimostrazione. ) ) ) )
In riferimento alla figura a lato, dimostriamo che nel triangolo

ABC, AC < AB + BC. Se AC fosse minore di un altro lato, sicu-

ramente sarebbe minore della somma degli altri due e il teorema

sarebbe dimostrato. Esaminiamo il caso in cui AC & maggiore sia ’
di AB che di BC. Prolunghiamo il lato AB dalla parte di B e pren- oo
diamo un punto D sul prolungamento in modo che il segmento / !
BD sia congruente a BC. Unendo D con C abbiamo il triangolo ’ '
ACD nel quale il lato AD & congruente alla somma dei lati AB e
BC. La tesi si riconduce dunque a dimostrare che il lato AC & mi-
nore di AD. Osserviamo che il triangolo CBD ¢ isoscele sulla base
CD, per cui i suoi angoli alla base sono congruenti: BCD = BDC.
Ma I’angolo BCD ¢ una parte propria di ACD che quindi risulta
maggiore di BCD = ADC. Dunque, nel triangolo ACD, il lato
AD, che si oppone ad angolo maggiore, € maggiore del lato AC, A ¢
che si oppone ad angolo minore, per il teorema precedente.

Visto che la costruzione fatta si puo ripetere tale e quale rispetto a qualsiasi lato, si pud
concludere che AC < AB +BC, AB < AC+BC, BC < AB + AC e dunque, sottraendo ad
ambo i membri della prima disuguaglianza il lato BC si ha AC — AB < BC, analogamente,
sottraendo uno stesso segmento, si hanno AC —BC < AB, AC—BC < AB, AB—-AC <
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BC, AB—BC < AC, BC—AC < AB, BC—AB < AC. Leggendo le relazioni da destra
verso sinistra, ogni lato ¢ maggiore della differenza degli altri due (abbiamo scritto tutte le
disuguaglianze, anche se ovviamente ogni lato ha misura positiva mentre la differenza tra
due lati puo essere anche nulla o negativa). O

Proponiamo ora un teorema sulle disuguaglianze tra gli elementi di due triangoli.

Supponiamo di avere due triangoli aventi due coppie di lati rispettivamente congruenti.
Allora, se anche gli angoli compresi sono congruenti, i due triangoli risultano congruenti per il
primo criterio. Altrimenti, se i due angoli compresi tra i lati congruenti non sono congruenti, i
due triangoli non sono congruenti, ed i terzi lati sono diseguali nello stesso verso degli angoli
opposti ad essi (cioé compresi tra i lati congruenti).

Teorema 3.21. Se due lati di un triangolo sono rispettivamente congruenti a due lati di un altro
triangolo, e I’angolo tra essi compreso e nel primo triangolo maggiore che nel secondo, allora il terzo
lato del primo triangolo é maggiore del terzo lato del secondo.

Ipotesi: AB = DE, AC = DF, BAC > EDF (AB < AC). Tesi: BC > EF.

A D

Dimostrazione. Tracciamo la semiretta AS di origine A, interna all’angolo BAC, in modo tale
che BAS = EDF. Se prendiamo su AS il punto H tale che AH = DF ed uniamo H con B,
otteniamo un triangolo ABH congruente a DEF per il primo criterio.

E importante dimostrare che il punto H & esterno al triangolo ABC. Per dimostrare cio,
prendiamo il punto L, intersezione tra la semiretta AS ed il lato BC. Notiamo che abbiamo
iniziato la costruzione a partire dal lato AB avendo supposto AB < AC, ma da questa
dlsuguaghanza segue la corrispondente disuguaglianza tra gli angoli opposti: ABC > ACB.
L’angolo ALC & esterno al triangolo ABL, pertanto & maggiore dell’angolo ABC _ per il primo
teorema dell’angolo esterno. Mettendo insieme le due disuguaglianze si ha ALC > ABC >
ACB, dunque nel triangolo ALC vale la seguente relazione tra due angoli: ALC > ACB.
Vale quindi anche la corrispondente relazione tra i lati opposti, per cui AC > AL. Poiché
AX = DF = AC, il punto L ¢ interno al segmento AH, e dunque H & esterno al triangolo ABC.

Abbiamo gia unito H con B, uniamo H anche con C e ragioniamo sul triangolo BHC.
Essendo BH congruente ad EF, la tesi e ricondotta a dimostrare che BC & maggiore di BH.
Confrontiamo i rispettivi angoli opposti. Poiché il triangolo AHC & isoscele sulla base HC, gli
angoli alla base risultano congruenti AHC = ACH, dunque risulta BHC = BCH perché:

BHC = BHA + AHC > AHC = ACH = ACB 4+ BCH > BCH.
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Dalla precedente disuguaglianza tra gli angoli segue la corrispondente disuguaglianza tra i
lati opposti BC > BH e dunque la tesi. O

Teorema 3.22. Se due lati di un triangolo sono, rispettivamente, congruenti a due lati di un altro
triangolo, e il terzo lato del primo triangolo e maggiore del terzo lato del secondo, allora I’angolo
opposto al lato diseguale (compreso tra i lati congruenti) e nel primo triangolo maggiore che nel

secondo.

Ipotesi: AB = DE, AC = DF, BC > EF. Tesi: BAC > EDF.

A

Dimostrazione. Procediamo per esclusione, in maniera analoga a come abbiamo fatto nel
teorema inverso sulle disuguaglianze tra gli elementi di un triangolo.

Supponiamo vera l'ipotesi e studiamo i vari casi delle possibili relazioni tra gli angoli citati
nella tesi. Sono possibili tre casi:

(i) BAC = EDF; (ii) BAC < EDF; (iii) BAC > EDF.

Se valesse l'ipotesi (i), essendo anche AB = DE e AC = DF, i triangoli risulterebbero
congruenti per il primo criterio, contrariamente all’ipotesi BC > EF.

Se valesse l'ipotesi (ii), essendo anche AB = DE e AC = DF, per il teorema precedente
risulterebbe BC < EF, contrariamente all’ipotesi BC > EF.

Rimane l'ipotesi (iii), che non contraddice il teorema precedente e che anzi lo conferma.
Dunque la tesi & dimostrata. O

Esempio 3.1. Nel triangolo ABC, isoscele sulla base BC, sia D un punto qualsiasi sul lato AB.
Dimostra che DC > DB.

Individuiamo ipotesi, tesi e costruiamo il disegno. A

Ipotesi: AB = AC, D € AB. Tesi: CD > BD.

Dimostrazione. Consideriamo i triangoli ABC e DBC a lato.

Poiché BCD < BCA e BCA = ABC si ha che BCD < DBC. Quin-

di, poiché in un triangolo ad angolo maggiore si oppone lato B C
maggiore, considerando il triangolo DBC si ha CD > BD. O
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3.6 Esercizi

3.6.1 Esercizi dei singoli paragrafi
3.1 Rette parallele

3.1. Vero o Falso?

a) Due rette parallele tagliate da una trasversale formano
quattro angoli alterni interni
b) Gli angoli corrispondenti sono a due a due interni o esterni
¢) Gli angoli interni si trovano da parti opposte rispetto alla trasversale
d) Gli angoli esterni si trovano da parti opposte rispetto alla trasversale
e) Due rette parallele possono anche coincidere
f) Larelazione di parallelismo tra rette & una relazione di equivalenza
g) Due rette distinte hanno sempre un punto in comune
h) Una retta che incontra due rette parallele forma angoli alterni
interni supplementari
i) Per ogni retta & possibile tracciare una sola retta parallela
j) Se due rette formano con una trasversale due angoli alterni

es!

=l == El=l=l=]=]=1
=l == [=[==[=]=]=]~]

interni allora sono parallele \4
k) Nel ragionamento per assurdo si nega l'ipotesi per dimostrare che la

tesi e vera

1) Ragionando per assurdo si nega la tesi e si ottenere una
contraddizione con l'ipotesi
[)F b)E oF 4)F eV, )V, g99F h)E i)E j)F KkE 1)V]
3.2.

Nella figura a fianco disegna una parallela
e una perpendicolare alla retta r passanti
per P e una parallela e una perpendicolare
a s passanti per Q.

3.3.

Nella figura in fianco sono state tracciate
due rette parallele e una trasversale. Segna
con un arco gli angoli corrispondenti.
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3.4.
H G
Nella figura a fianco ABC & un triangolo
isoscele, IF e parallela a BC. Individua
5 c tutti gli angoli congruenti all’angolo ABC.
L E
; N
3.5.
_1
Nella figura a fianco sono sta- * = 37

te tracciate due rette paralle-
le e una trasversale, sapendo Y =
che a = %71, dove 7 e I'ango- © —
lo piatto, indica che frazione
dell’angolo piatto sono gli altri
angoli: e =

E=...

3.6. Completa ipotesi e tesi e metti in ordine le tre parti della dimostrazione:

In un triangolo ABC, isoscele su base AB, si prendano rispettivamente su AC e BCipunti D
ed E equidistanti da C. Indicata con S la proiezione di D su BC e con U quella di E su AC.
Dimostrare che il segmento US & parallelo ad AB.

Ipotesi: AC=..,DeAC,E€...,Se€BC,DSLBC, Ue..,EUL... Tesi: US || AB.
Parte 1. I triangoli CDS e CEU hanno: I'angolo C in comune, CD ...

Ceper...... ,DSC......... perché angoli ...... , quindi tali triangoli

sono congruenti peril ......... ,ne segue CS...CU e pertanto CUS = ¢

Parte 2. Applicando il teorema sulla somma degli angoli interni ai
triangoli ABC e CUS, si ha che CUS 4 CSU... CAB + CBA perché sup-
plementari dello stesso angolo C, ed essendo A ... B perché.........

ed essendo CUS ...... perché ......... , risulta che CAB ... CUS U >
perché ......... D £

Parte 3. Gli angoli CAB e CUS (congruenti perché dimostrato) sono A B
angoli ...... rispetto alle rette AB e US tagliate dalla trasversale ...,
quindi le rette AB e US sono parallele.

3.7 (Prove invalsi 2005). A, B e C sono tre punti nel piano tali che per i seguenti tre angoli,
tutti minori di un angolo piatto, valga la relazione BAC = ABC + ACB. Quanto vale BAC?

a) 70°; b) 80°; c) 90°; d) 100°.

[c]
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Dimostra le seguenti affermazioni sul parallelismo nei poligoni

3.8. Siano « e 3 due angoli alterni interni for-
mati da due rette parallele tagliate da una
trasversale, dimostra che la bisettrice di « &
parallela alla bisettrice di 3.

3.9. Nel triangolo isoscele ABC traccia una
parallela alla base AB, che incontra i lati obli-
quiin D ed E. Dimostra che anche DCE e un
triangolo isoscele.

3.10. Sia M il punto medio del segmento AB.
Sia v una retta che incontra AB in M. Sulla ret-
ta r da parti opposte rispetto a M prendi due
punti C e D in modo che AC || BD. Dimostra
che AC = BD.

3.11. Dal vertice C di un triangolo isoscele
ABC conduci la parallela alla base AB. Dimo-
stra che tale parallela e bisettrice dell’angolo
esterno in C al triangolo.

3.12. Sia ABC un triangolo isoscele di base
AB. Sia r la semiretta di origine C bisettri-
ce dell’angolo formato dal prolungamento di
BC e dal lato AC. Dimostra che la retta AB e
parallelaar.

3.13. Dato il triangolo isoscele ABC di ba-
se AB e vertice C, prolunga la base AB dal-
la parte di A di un segmento AD. Sia E un
punto interno all’angolo DAC in modo che
EAD = CAB. Dimostra che EA || CB.

3.14. Da ciascun vertice di un triangolo ABC
traccia la parallela al lato opposto. Detti D,
E ed Fi punti di intersezione delle parallele,

3.2 Somma degli angoli interni di un triangolo

3.21. Vero o Falso?

a) La somma degli angoli interni di un triangolo & congruente a un angolo esterno
b) La somma degli angoli interni di un quadrilatero & congruente a 3 angoli piatti
¢) La somma degli angoli esterni di un pentagono & congruente a 5 angoli piatti
d) Lasomma degli angoli interni di un triangolo & congruente a due angoli retti
e) Un triangolo isoscele non pud avere un angolo ottuso

dimostra che il triangolo DEF ha gli angoli
ordinatamente congruenti a quelli di ABC.

3.15. Sia AD la bisettrice dell’angolo in A del
triangolo ABC. Dal punto D traccia la pa-
rallela al lato AB, essa incontra il lato AC
in E. Dimostra che il triangolo EDC ha gli
angoli ordinatamente congruenti a quelli di
ABC. Dimostra anche che ADE ¢ un triangolo
isoscele.

3.16. In un triangolo ABC rettangolo in A
traccia I'altezza AH relativa all'ipotenusa. Di-
mostra che il triangolo ABH ha gli angoli
congruenti a quelli di ABC.

3.17. In un triangolo ABC sia E il punto di
intersezione della bisettrice dell’angolo in B
conillato AC. Sia D un punto del lato AB tale
che DE = DB. Dimostra che DE || BC.

3.18. Dato il triangolo ABC prolunga il lato
AB dalla parte di A di un segmento AD = AB,
prolunga poi il lato AC dalla parte di A di un
segmento AE = AC. Dimostra che DE || BC.

3.19. Sia AM la mediana di un triangolo ABC.
Si prolunghi AM dalla parte di M di un seg-
mento MD congruente ad AM. Dimostra che
CD é parallelo ad AB.

3.20. Disegna due segmenti AB e CD disposti
in modo che si incontrino nel loro punto me-
dio comune M. Congiungi A con D e B con
C, dimostra che AD é parallelo a CB.

<

=l=]=l=I=]
=l=[=]=]~]
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3.22. Sia ABC un triangolo equilatero. Si prolunghi AB di un

Capitolo 3. Rette parallele

segmento BD congruente al lato stesso e si congiunga D con C.
Si dimostri che ACD e un triangolo rettangolo.

3.23. Calcola la misura degli angoli di un triangolo ABC sapendo
che I’angolo interno in A & 4/5 del relativo angolo esterno e che

I’angolo interno in B & la meta dell’angolo interno in A.

3.24 (I Giochi di Archimede 2005). Nella figura a fianco, quanto

misura l'angolo «?

20° 10°

60° 50°

3.4 Generalizzazione dei criteri di congruenza dei triangoli

3.25. Vero o Falso?

a) Un triangolo rettangolo ha due angoli complementari

b) Due triangoli rettangoli sono congruenti se hanno almeno un lato congruente
c) Due triangoli rettangoli che hanno un cateto in comune sono congruenti

d) Due triangoli rettangoli che hanno l'ipotenusa in comune sono congruenti

e) Due triangoli rettangoli isosceli sono sempre congruenti

f) Due triangoli rettangoli isosceli che hanno un lato in comune sono congruenti
g) Gli angoli acuti di un triangolo rettangolo sono complementari

==I=1=1=1=]=]
=l=l=1=]=]=]-]

Dimostra le seguenti affermazioni sui teoremi di congruenza generalizzati

3.26. Dimostra che in triangolo rettangolo gli
angoli diversi dall’angolo retto sono acuti.

3.27. Dimostra che non pud esistere un
triangolo rettangolo equilatero.

3.28. Due triangoli isosceli sono congruenti se
hanno congruenti la base e 1’angolo al vertice.

3.29. In un triangolo isoscele, le altezze
relative ai lati congruenti sono congruenti.

3.30. Due triangoli rettangoli sono congruen-
ti se hanno congruenti un cateto e l'altezza
relativa all’ipotenusa.

3.31. Due triangoli rettangoli sono congruenti
se hanno congruenti un cateto e la mediana
relativa ad esso.

3.32. Due triangoli rettangoli sono congruenti
se hanno congruenti un angolo acuto e la sua
bisettrice.

3.33. Se due triangoli hanno congruenti due
coppie di lati e le mediane relative ai lati
rimanenti, allora sono congruenti.

3.34. Dato un angolo convesso aOb traccia la
sua bisettrice c. Per un punto P della bisettrice
traccia la perpendicolare alla bisettrice stes-
sa. Chiama A e B i punti di intersezione del-
la perpendicolare con i lati a e b dell’angolo.
Dimostra che PA = PB.

3.35. Dato il triangolo isoscele ABC, di base
AB, sul prolungamento dell’altezza relativa
ad AB prendi un punto P. Traccia le rette PA
e PB. Dimostra che I’angolo formato dalle ret-
te PA e CA e congruente all’angolo formato
dalle rette per PB e CB.

3.36. Sia AM la mediana di un triangolo ABC.
Dimostra che se ABM ¢ isoscele il triangolo
ABC é rettangolo e viceversa, se il triangolo
ABC é rettangolo in A allora ABM ¢ isoscele.
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3.37. Nel triangolo ABC traccia la media CM
e il suo prolungamento MD a piacere. Da A
conduci la perpendicolare alla mediana che
la incontra in E, da B conduci un’altra per-
pendicolare alla mediana che la incontra in
F. Dimostra che i triangoli AEM e BFM sono
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congruenti.

3.38. Sia ABC un triangolo acutangolo. Nel
semipiano di origine AB che non contiene C
individua un punto D in modo che BAD =
CBA. Dimostra che CB || AD. Nell'ipotesi in
cui AD = CB dimostra che anche AC || BD.

3.5 Disuguaglianze tra gli elementi di un triangolo

3.39. Vero o Falso?

a) Esiste un triangolo i cui lati misurano 10 cm, 3 cm e 15 cm

b) Un triangolo isoscele puo essere ottusangolo

c) Dati tre segmenti di cui almeno uno maggiore degli altri & sempre possibile
costruire un triangolo che ha lati congruenti ai tre segmenti dati

d) Dai tre segmenti di cui due uguali e uno maggiore & sempre possibile
costruire un triangolo isoscele che ha lati congruenti ai tre segmenti dati

e) Inun triangolo rettangolo l'ipotenusa & minore della somma dei due cateti

f) Un triangolo di perimetro 100 cm non puo avere un lato di 60 cm

g) In un triangolo 'angolo che si oppone al lato maggiore & sempre acuto

h) In un triangolo rettangolo i cateti sono sempre congruenti

i) In un triangolo rettangolo l'ipotenusa puo essere congruente ad un cateto

j) Un triangolo puo avere due lati disuguali e due angoli uguali

[@)F b)YV,

Dimostra le seguenti affermazioni

3.40. Dimostra che in ogni triangolo ret-

tangolo l'ipotenusa ¢ maggiore di ciascun
cateto.

3.41. In un triangolo ottusangolo il lato oppo-
sto all’angolo ottuso & maggiore di ciascuno
degli altri due lati.

3.42. Dimostra che in un triangolo il dop-
pio di un lato & minore del perimetro del
triangolo.

3.43. In un triangolo ogni lato & minore del
semiperimetro.

3.44. In un triangolo l'altezza & minore della
semisomma dei due lati che hanno un vertice
in comune con essa.

oF dF

=l=l=l=l=]=]=1 [=] [=]=]
Fl=I=l=I=1=I=] [=] [=]=]

eV, HV, g hE HE jV]

3.45. Esternamente al triangolo ABC prendi
un punto D. Congiungi D con A, con B e con
C. Dimostra che il perimetro di ABC & minore
del doppio della somma delle distanze di D
dai tre vertici del triangolo.

3.46. Nel triangolo ABC traccia la mediana
AM relativa al lato BC, dimostra che AM @ mi-
nore della semisomma degli altri due lati AB
e AC. (Prolunga la mediana di un segmento
congruente alla mediana stessa.)

3.47. Dato un triangolo ABC in cui AB <
AC traccia l'altezza AH relativa alla base
BC. Dimostra che I’angolo HAC & maggiore
dell’angolo HAB.
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3.48 (Prove invalsi 2004).

Le rette r ed s sono tagliate dalla trasversale t. Quale
delle seguenti condizioni permette di stabilire, per qua-
lunque posizione di t, che r ed s sono parallele?

Gli angoli ...

a) 1e 5 sono supplementari;
b) 2 e 8 sono uguali;
¢) 3 e 7 sono supplementari;
d) 4 e 7 sono uguali.

[b]

3.49 (Prove invalsi 2006). Per un triangolo ottusangolo qualsiasi, quale delle seguenti afferma-
zioni e vera?

a) La somma dei suoi due angoli pit1 piccoli & minore dell’angolo pit1 grande.
b) Il punto di incontro degli assi dei lati € certamente interno al triangolo.

¢) Il triangolo & necessariamente isoscele.

d) Il triangolo puo essere rettangolo.

3.50 (Prove invalsi 2006).

T ed s sono due rette parallele tagliate da una trasversale t.
Quale tra le seguenti proposizioni & vera qualunque sia la
posizione di t? Gli angoli x e 3 sono ...

a) supplementari; ¢) complementari; s
b) uguali; d) corrispondenti. B

[a]
3.51 (Prove invalsi 2004). In un triangolo, le misure dei lati sono a, bec,con a =b < c. Detti

«, B e v gli angoli interni del triangolo, rispettivamente opposti ai lati a, b e c, quale delle
seguenti affermazioni & vera?

a) a=vy; b) B=v; c)y>w d) a>p. d
C

3.52 (Prove invalsi 2010). Un triangolo ha un lato di 6 cm e uno di 10 cm. Quale tra le seguenti
non puod essere la misura della lunghezza del terzo lato?

a) 6,5cm; b) 10 cm; c) 15,5 cm; d) 17 cm.
[d]

3.53 (Prove invalsi 2005). In un triangolo isoscele 1’angolo al vertice € meta dell’angolo alla
base. Quanto misurano gli angoli del triangolo?

a) 72°,72°,36°; b) 30°, 60°, 90°; c) 36°,36°,72° d) 90°, 45°, 45°.
[a]



Quadrilateri

4.1 Generalita sui quadrilateri

4.1.1 Distanza di un punto da una retta e altezza di una striscia di piano

Ricordiamo che come definizione di (misura della) distanza
di un punto da una retta & stata presa la lunghezza del segmento p
congiungente il punto con il piede della perpendicolare manda-
ta dal punto alla retta (vedi figura). Analogamente, per distanza
tra due rette parallele, detta anche altezza della striscia di piano indi-
viduata dalle due rette parallele, si intende la distanza di un punto N
qualsiasi di una retta dall’altra retta. Vogliamo far vedere ora " H | 0
che queste definizioni sono coerenti con il concetto di distanza
tra due insiemi di punti come percorso piit breve che congiunge un qualsiasi punto del primo
insieme con un generico punto appartenente al secondo insieme. Se congiungiamo, infatti,
un generico punto P sia con H, piede della perpendicolare alla retta r, che con un altro punto
Q € 7, viene individuato un triangolo rettangolo PHQ), di cui PH e un cateto e PQ l'ipotenusa.
Dal teorema sulle disuguaglianze degli elementi di un triangolo, I'ipotenusa & certamente
maggiore di un cateto in quanto lato che si oppone ad angolo maggiore (quello retto). Dunque
PH & il segmento di lunghezza minore tra tutti quelli che congiungono P con un punto della
retta 7.

4.1.2 Generalita sui poligoni

Se un poligono ha pit1 di tre lati, allora pud anche essere concavo. Ricordiamo che la
somma degli angoli interni di un quadrilatero & 360°.

Definizione 4.1. Due lati non consecutivi di un quadrilatero si dicono opposti; analogamente
sono detti opposti due angoli non adiacenti allo stesso lato.

Nella figura seguente sono rappresentati un quadrilatero concavo (Q1), un generico quadri-
latero convesso (Q3), un quadrilatero particolare a forma di “aquilone” (Qg) e tre quadrilateri
“notevoli”: Q3 hailati opposti paralleli (a due a due), Q4 e Qs hanno una coppia di lati opposti
paralleli.

I quadrilateri che, come Qg, hanno due lati consecutivi congruenti ed altri due lati conse-
cutivi anch’essi congruenti, si dicono deltoidi; i quadrilateri che, come Q3, hanno i lati opposti
paralleli si dicono parallelogrammi; i quadrilateri che, come Q4 e Q5, hanno una coppia di lati
opposti paralleli si dicono trapezi.

U Osservazione In analogia alla definizione di triangolo isoscele (come triangolo avente
“almeno” due lati congruenti), alcuni autori definiscono trapezio un quadrilatero avente
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Q4 '
“almeno” una coppia di lati opposti paralleli: con questa definizione un parallelogramma &
un particolare tipo di trapezio. Ricordiamo anche che Euclide, al contrario, classificava come
trapezi tutti i quadrilateri che non fossero parallelogrammi. Noi useremo come definizione di
trapezio quella di un quadrilatero avente “solo” una coppia di lati opposti paralleli. Ci riferiremo al
parallelogramma come a una figura piana costituita dall'intersezione di due strisce di piano
non parallele fra loro; al trapezio come intersezione tra una striscia di piano ed un angolo
convesso con vertice esterno alla striscia e lati che intersecano la striscia stessa. Poiché le

strisce di piano sono convesse, sia i parallelogrammi sia i trapezi, come intersezioni di figure
convesse, SONO CONVessi.

Procedura 4.1. Dato un segmento AB e un punto C, traccia un trapezio ABCD, con CD e AB lati
paralleli:

1. Traccia il segmento AB, il punto C e il segmento BC.

2. Traccia la retta passante per C e parallela ad AB.

3. Traccia arbitrariamente un punto D su tale retta.

4. Costruisci il quadrilatero ABCD

4.2 Trapezio e deltoide

Osserviamo le figure seguenti. I quadrilateri ABCD, EFGH, IJKL e MNOP sono trapezi
perché hanno una coppia di lati opposti paralleli. Tali lati paralleli si dicono basi e si distin-
guono in base maggiore e base minore. Gli altri lati si dicono lati obliqui. La distanza tra le rette
parallele si dice altezza del trapezio. Un trapezio avente i lati obliqui congruenti si dice isoscele.
Un trapezio avente un lato perpendicolare alle basi si dice rettangolo. Un trapezio che non & né
isoscele né rettangolo si dice scaleno.

4.2.1 Proprieta del trapezio

In ogni trapezio, gli angoli adiacenti a ciascun lato obliquo sono supplementari. Essi,
infatti, sono coniugati interni rispetto alle rette delle basi tagliate dalla trasversale individuata
dal lato obliquo.

In un trapezio rettangolo, gli angoli adiacenti alla base maggiore sono uno retto ed uno
acuto e gli angoli adiacenti alla base minore sono uno retto ed uno ottuso. Se un trapezio
avesse quattro angoli retti, i lati obliqui sarebbero entrambi perpendicolari alle basi e di
conseguenza paralleli tra loro. Dunque in questo caso il trapezio risulterebbe essere un
parallelogramma.
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\

trapezio isoscele trapezio rettangolo
trapezio scaleno trapezio scaleno

Un trapezio scaleno puo avere gli angoli adiacenti alla base maggiore entrambi acuti
(e quindi gli angoli adiacenti alla base minore entrambi ottusi) oppure due angoli opposti
entrambi acuti e gli altri ottusi (i due tipi di trapezio scaleno sono rappresentati nella figura
precedente). I quattro angoli sono comunque non congruenti, altrimenti il trapezio risulterebbe
isoscele nel primo caso e un parallelogramma nel secondo caso.

In un trapezio isoscele, gli angoli adiacenti alla base maggio-
re sono acuti e quelli adiacenti alla base minore sono ottusi. A I L
tal proposito, facciamo riferimento al trapezio IJKL nella figura !
a fianco per dire che non puo esistere un trapezio isoscele con |
due angoli acuti opposti e due angoli ottusi opposti. Infatti, se }
fosse IJ = LK, i triangoli IG1] e LK;K risulterebbero congruenti .
per il criterio particolare dei triangoli rettangoli, avendo con-
gruenti le ipotenuse (i lati obliqui del trapezio IJ e LK) ed una
coppia di cateti (le altezze 1G; e LK;), da cui seguirebbe in particolare che [JG; = LKKy, e
pertanto I'angolo in K sarebbe supplementare dell’angolo in |, cosa che garantirebbe il paral-
lelismo dei lati obliqui. Dunque, un ipotetico trapezio isoscele con due angoli acuti opposti
sarebbe un parallelogramma.

Inoltre, se il trapezio & isoscele, gli angoli adiacenti a ciascu-
na delle basi sono congruenti. Infatti, in riferimento al trapezio
ABCD, traccia le altezze BD; e CE; (tra loro congruenti per-
ché entrambe rappresentano la distanza tra due rette parallele),
i triangoli AD1B e E;DC risultano congruenti per il criterio
particolare dei triangoli rettangoli, avendo congruenti le ipo-
tenuse (i lati obliqui del trapezio) ed una coppia di cateti (le
altezze del trapezio). Pertanto i rimanenti elementi risultano
ordinatamente congruenti: BAD = AﬁC AﬁDl = DéEl, AD; = E¢D.

Dungque sono congruenti anche le proiezioni dei lati obhqul sulla base maggiore. Quindi
anche ABC = BCD in quanto somme di angoli congruenti ABDl +R= DCEl +R.

In un trapezio isoscele, inoltre, anche le due diagonali sono congruenti. Infatti, in riferi-
mento sempre al trapezio ABCD in figura, i triangoli ABC e DCB risultano congruenti per il
primo criterio, avendo BC in comune, AB = CD per ipotesi e gli angoli compresi (adiacenti
alla base minore) congruenti per quanto appena dimostrato. Di conseguenza, i rimanenti
elementi sono ordinatamente congruenti, in particolare i terzi lati (che sono, appunto, le
diagonali AC e BD del trapezio).
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11 poligono QRST nella figura a fianco € un deltoide, ha i
lati a due a due congruenti QR = QT e RS = TS. Tracciamo le
diagonali QS ed RT. I triangoli QRT e STR sono isosceli sulla
base comune RT. Dunque, se chiamiamo H il punto medio di
RT, QH ed SH sono mediane, bisettrici e altezze (relative alla
base ed agli angoli al vertice dei due triangoli isosceli), per cui
QS e perpendicolare ad RT e passa per il punto H. Quindi le
due diagonali sono perpendicolari e si incontrano nel punto
medio di RT. Inoltre i triangoli SQR ed STQ sono congruenti
per il terzo criterio, pertanto QRS = QTS.

I quattro lati di un deltoide non potrebbero essere tutti con-
gruenti, in quanto, dalla congruenza degli angoli opposti ba-

nalmente deducibile, risulterebbero i lati opposti paralleli, e quindi il deltoide sarebbe un
parallelogramma. Non é al contrario escluso che un angolo possa essere retto (ma non piit
di uno, altrimenti il deltoide sarebbe un parallelogramma), mentre gli angoli ottusi possono
essere uno, due o tre (come pure gli angoli acuti).

Lasciamo al lettore il compito di provare queste semplici proprieta, costruendo vari tipi di

deltoidi.

Procedura 4.2. Costruisci un trapezio isoscele, cioe con due lati congruenti:
1. Traccia il segmento AB, il punto C e il segmento BC.
2. Traccia la retta r passante per C e parallela ad AB.
3. Traccia la circonferenza di centro A e raggio BC.
4. Chiama D e E le due intersezioni della retta r con la circonferenza ( in modo che risulti CD<CE

)

o

ABCD e il trapezio isoscele.

6. ABCE invece un parallelogramma... un trapezio particolare! La suddetta costruzione quindi ol-
tre a permetterti di disegnare un trapezio isoscele, ti consente di costruire un parallelogramma,
che ha come lati due segmenti consecutivi dati.

4.3 Proprieta dei parallelogrammi

Ricordiamo che, per definizione, un parallelogramma & un quadrilatero che ha i lati opposti

paralleli.

Teorema 4.3. In ogni parallelogramma:

G WO N

Ipotesi: AB || CD, AD || BC.

. gli angoli adiacenti allo stesso lato (a ciascun lato) sono supplementari;

. gli angoli opposti sono congruenti;

. ciascuna diagonale divide il parallelogramma in due triangoli congruenti;
. 1 lati opposti sono congruenti;

. le diagonali si dividono scambievolmente per meta.
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D C

Dimostrazione.

1. Tesi: DAB + ABC = i, ABC + BCD = 7, BCD + CDA = rt (& I'angolo piatto).
Se AB || CD, gli angoli in A e D sono supplementari, e cosi pure gli angoliin B e C, in
quanto coniugati interni rispetto alle due rette parallele tagliate rispettivamente dalle
trasversali AD e BC. Analogamente, se AD || BC, gli angoliin A e B sono supplementari,
ed anche gli angoliin C e D. La tesi 1 & pertanto dimostrata.

2. Tesi: ABC = CDA, DAB = BCD.
Dungque, se e vera l'ipotesi, possiamo considerare verificate le congruenze della tesi 1.
Da queste segue che gli angoli opposti sono congruenti in quanto supplementari dello
stesso angolo: gli angoli in A e C sono supplementari entrambi dell’angolo in B, gli
angoli in B e in D sono entrambi supplementari dell’angolo in A. La tesi 2 € pertanto
dimostrata.

3. Tesi: ABC = CDA, DAB = BCD.
Tracciamo ora una diagonale, ad esempio AC, e consideriamo i due triangoli che si
vengono a formare, ABC e ACD. Essendo AB || CD, risulta DCA = CAB ed essendo
AD || BC, risulta DAC = ACB, in quanto sono coppie di angoli alterni interni, i
primi rispetto alle rette AB e CD tagliate dalla trasversale AC, gli altri rispetto alle
rette parallele AD e BC tagliate dalla trasversale AC. I due triangoli dunque, avendo
in comune il lato AC, risultano congruenti per il secondo criterio. Analogamente,
applicando il ragionamento precedente ai triangoli ABD e DBC dopo aver tracciato la
diagonale DB, concludiamo che anche i due triangoli ADB e DBC risultano congruenti
per il secondo criterio. Pertanto la tesi 3 & dimostrata.

4. Tesi: AB = CD, AD = BC.
Dunque, se & vera l'ipotesi, possiamo considerare verificate le congruenze della tesi 3.
Dalla congruenza dei triangoli ABC e CDA segue la congruenza dei lati AB e CD, dalla
congruenza dei triangoli DAB e BCD segue la congruenza dei lati AD e BC. Pertanto la
tesi 4 & dimostrata.

5. Tesi: AM = MC, DM = MB.
Dopo aver tracciato entrambe le diagonali, chiamiamo M il loro punto di intersezione.
Confrontiamo i triangoli ABM e CDM.: essi risultano congruenti per il secondo criterio,
in quanto AB = CD (tesi 4), DAC = ACB e DCA = CAB (come visto nel punto 3 della
dimostrazione). Quindi anche i rimanenti elementi risultano ordinatamente congruenti,
in particolare AM = MC e DM = MB. Pertanto anche la tesi 5 & dimostrata.

O
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Il teorema precedente & invertibile. Precisamente vale il teorema seguente:

Teorema 4.4. Se in un quadrilatero e verificata una delle seguenti ipotesi:

O LN

. gli angoli adiacenti allo stesso lato (a ciascun lato) sono supplementari;
. gli angoli opposti sono congruenti;

. ciascuna diagonale divide il quadrilatero in due triangoli congruenti;

. 1 lati opposti sono congruenti;

. le diagonali si dividono scambievolmente per meta;

. due lati opposti sono paralleli e congruenti;

allora il quadrilatero é un parallelogramma.

Dimostrazione.

1.

Sia per ipotesi DAB + ABC = 7 (dove m e I'angolo piatto). Tali angoli, rispetto alle rette
AD ed BC tagliate dalla trasversale AB sono coniugati interni, allora per quanto visto
nel capitolo precedente sul parallelismo, le rette AD e BC sono parallele perché formano
angoli coniugati interni supplementari con la trasversale AB. Analogamente, se ABC +
BCD = m, le rette AB ed DC sono parallele. Dunque ABCD & un parallelogramma,
avendo i lati opposti paralleli.

. Poiché la somma degli angoli interni di un quadrﬂatero misura 360°, se gli angoh opposti

sono congruenti, vuol dire che DAB + ABC + BCD + CDA = 2DAB + 2ABC = 2, per
cui DAB + ABC = 7, cioe gli angoli adiacenti allo stesso lato sono supplementari e per
la dimostrazione precedente ABCD & un parallelogramma.

. Bssendo i triangoli ABC e BDC congruenti, I’angolo ABD risulta congruente all’angolo

BDC ed essendo questi angoli alterni interni rispetto alle rette AB e CD tagliate dalla
trasversale BD allora le due rette AB e CD saranno parallele. In maniera analoga
ADB = DBC e quindi, essendo alterni interni rispetto alle rette BC e AD intersecate
dalla trasversale BD si ha che anche BC || AD. Quindi ABCD & un parallelogramma.
allora i vertici E e G cadranno su semipiani opposti rispetto alla retta FH. Nel caso
in cui i due triangoli FHE e FHG, oltre che congruenti, sono isosceli sulla base FH, il
quadrilatero EFGH ha gli angoli opposti congruenti, per cui € un parallelogramma per
la tesi 2. Se, al contrario, FHE e FHG non sono isosceli sulla base FH, allora dobbiamo
considerare due sottocasi distinti, evidenziati in figura, con quattro diversi quadrilateri.
Se fosse EH = HG e EF = FG, la figura risulterebbe un deltoide e l’altra diagonale EG
non dividerebbe il quadrilatero in due triangoli congruenti. Rimane l'altro sottocaso
possibile, EF = HG e EH = FG, ed inoltre ADB = DBC, ABD = BDC e DAB = BCD,
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pertanto il quadrilatero risulta essere un parallelogramma per la 2. Dunque in ogni caso
possibile la tesi & dimostrata.

Consideriamo la diagonale AC. Il quadrilatero ABCD e diviso in due triangoli ABC e
ACD congruenti per il terzo criterio. Pertanto ACD = CAB e ACB = CAD, coppie di
angoli alterni interni, nell’ordine rispetto alle rette AB e CD e rispetto alle rette AD ed
BC, tagliate dalla trasversale AC. Dunque i lati opposti del quadrilatero ABCD risultano
paralleli, cioe & un parallelogramma.

Detto O il punto di incontro delle diagonali, i triangoli OAB ed OCD risultano congruen-
ti per il primo criterio, in quanto OA = OC, OD = OB e gli angoli tra essi compresi
sono congruenti perché opposti al vertice. Di conseguenza, risulta anche DCA = CAB,
che sono angoli alterni interni rispetto alle rette DC ed AB tagliate dalla trasversale AC,
pertanto DC || AB. Analogamente, considerando i triangoli congruenti OBC ed ODA si
ha anche BC || AD. Dunque ABCD & un parallelogramma.

Supponiamo AB e CD paralleli e congruenti. Tracciata la diagonale AC, risulta DCA =
CABe dunque i triangoli ACD e CAB risultano congruenti per il primo criterio. Di
conseguenza risulta AD = BC, per cui il quadrilatero ha anche l'altra coppia di lati
opposti congruenti. ABCD e dunque un parallelogramma per la 4.

O

Procedura 4.5. Costruire un parallelogramma dai tre suoi vertici:

1.

NS G

Siano A, B, C tre punti del piano, ordinati in senso antiorario.

Traccia il segmento AC.

Costruisci il punto medio del segmento AC e denominalo M.

Traccia la semiretta di origine B passante per M.

Traccia la circonferenza di centro M e raggio MB.

Denomina D il punto, diverso da B, di intersezione della semiretta con la circonferenza.
1 quadrilatero ABCD e il parallelogramma che soddisfa alle richieste

Procedura 4.6. Costruisci un quadrilatero convesso ABCD con le coppie di lati opposti
congruenti.(AB congruente a DC e AD congruente a BC):

1.
2.

S

Traccia un punto A e una semiretta di origine A.

Considera un segmento AB, con B appartenente a tale semiretta, e I'ulteriore segmento BC,
con C non appartenente alla semiretta.

Traccia la circonferenza di centro C e raggio congruente ad AB.

Traccia la circonferenza di centro A e raggio BC.

Il punto D e, dei due punti di intersezione fra le due circonferenze, quello che appartiene al
semipiano originato dalla retta AB contenente C.

11 qadrilatero ABCD é un parallelogramma.
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4.4 Parallelogrammi particolari

I parallelogrammi possono essere sia equiangoli sia equilateri.

Se un parallelogramma ¢ equiangolo, dato che la somma degli
angoli interni & 360°, deve avere quattro angoli retti: questo succe-
de quando due lati opposti, paralleli tra loro, sono perpendicolari
all’altra coppia di lati opposti. Un tale parallelogramma si chiama
rettangolo.

Se un parallelogramma e equilatero, vuol dire che ciascuna dia-
gonale lo divide in due triangoli isosceli. Un tale parallelogramma
si chiama rombo.

Un parallelogramma sia equiangolo sia equilatero deve essere
contemporaneamente un rettangolo ed un rombo: 1'unico tipo rombo
di quadrilatero regolare, il quadrato. Infatti un quadrilatero, per
essere regolare, deve necessariamente avere quattro angoli retti;
& quindi un parallelogramma, prima ancora che un rettangolo,
perché due angoli retti, oltre ad essere congruenti, sono anche sup-
plementari; inoltre € un rombo in quanto ¢ un parallelogramma

con quattro lati congruenti.
A parte le proprieta particolari insite nelle stesse definizioni, il rettangolo e il rombo si

distinguono tra loro e dagli altri parallelogrammi per alcune proprieta riguardanti le diagonali.
Naturalmente il quadrato gode delle proprieta sia del rettangolo sia del rombo. Ricordiamo che
in un parallelogramma le diagonali si dividono scambievolmente per meta. Ora mostreremo
che in un rettangolo le diagonali sono congruenti ed in un rombo sono perpendicolari.

rettangolo

quadrato

Teorema 4.7. In ogni rettangolo le diagonali sono congruenti. Viceversa, se un parallelogramma ha
le diagonali congruenti, allora é un rettangolo.

Dimostrazione. Sia RPQS un rettangolo; tracciate le diagonali RQ e PS, confrontiamo i triangoli
SRP e RPQ. Tali triangoli rettangoli hanno il cateto RP in comune ed hanno gli altri cateti,
SR e PQ, rispettivamente congruenti in quanto lati opposti di un rettangolo. Dunque SRP e
RPQ sono congruenti per il primo criterio e di conseguenza devono avere congruenti anche le
ipotenuse SP e RQ, le quali sono le diagonali del rettangolo.

Sia RPQS un parallelogramma avente le diagonali RQ e PS congruenti, sempre confron-
tando i triangoli SRP e RPQ, possiamo affermare che tali triangoli sono congruenti per il terzo
criterio, perché hanno il lato RP in comune, i lati RS e QP congruenti in quanto lati opposti
di un parallelogramma ed i lati SP e RQ congruenti per ipotesi. Dunque anche gli angoli
devono essere ordinatamente congruenti, in particolare perché opposti ai lati congruenti SP
e RQ. Ma tali angoli sono anche supplementari in quanto adiacenti allo stesso lato RP di
un parallelogramma e pertanto devono risultare retti. Dunque il quadrilatero RPSQ & un
rettangolo. O
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Teorema 4.8. In ogni rombo le diagonali sono perpendicolari e sono anche bisettrici degli angoli
aventi per vertici i loro estremi. Viceversa, se un parallelogramma ha le diagonali perpendicolari é
un rombo; inoltre, se un angolo di un parallelogramma é diviso a meta dalla diagonale passante per
il suo vertice, allora il parallelogramma é un rombo.

G
J

Dimostrazione. Notiamo che, in ciascuna delle fasi della dimostrazione, ¢ tra le ipotesi del
teorema che JHGK sia un parallelogramma. Ricordiamo che le diagonali di JHGK vengono
divise a meta dal loro punto di intersezione, che chiamiamo M, per cui risulta JM = MG e
HM = MK.

a) Se supponiamo che JHGK sia un rombo, i triangoli JHG, HGK, GK]J e KJH risultano
isosceli, per cui le mediane HM, GM, KM e JM sono anche altezze e bisettrici, per cui la
prima parte del teorema ¢ dimostrata.

b) Se supponiamo che JG e HK siano perpendicolari, in particolare i triangoli rettango-
li JHM, HGM, GKM e KJM risultano congruenti per il primo criterio, avendo con-
gruenti i cateti. Dunque risultano congruenti anche le ipotenuse, che sono i lati del
parallelogramma JHGK, il quale pertanto risulta essere un rombo.

¢) Se supponiamo ad esempio KG] = ]éH, essendo anche KG] = GTH in quanto alterni
interni rispetto alle rette parallele KG e JH tagliate dalla trasversale GJ, dalla proprieta
transitiva della congruenza segue che GJH = JGH, per cui il triangolo JGH risulta isosce-
le sulla base ]G. Dunque il parallelogramma JHGK ha due lati consecutivi congruenti, e
quindi i quattro lati congruenti, ed & pertanto un rombo.

O

I teoremi precedenti si estendono automaticamente ai quadrati.

Corollario 4.9. Le diagonali di un quadrato sono fra loro congruenti e perpendicolari e dividono
per meta gli angoli. Viceversa, se un parallelogramma ha le diagonali congruenti e perpendicolari,
allora e un quadrato; inoltre, se le diagonali di un parallelogramma sono congruenti ed un angolo é
diviso a meta da una diagonale, allora il parallelogramma e un quadrato.

Procedura 4.10. Dato un segmento AB, costruisci un rombo di lato AB:
1. Traccia il segmento AB.
. Traccia la circonferenza con il centro in B passante per A.
. Traccia un quasiasi punto appartenente alla circonferenza: denominalo C.
. Traccia la circonferenza di centro C e passante per B.
. Traccia la circonferenza di centro A e passante per B.
. Denomina D il punto, diverso da B, di intersezione fra le due ultime circonferenze tracciate.
. ABCD e il rombo che corrisponde alle richieste.

NS O W
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Procedura 4.11. Costruire un rettangolo, dati il punto di intersezione delle diagonali e un lato.:
1. Traccia il segmento AB.
Traccia un punto O esterno al segmento AB.
Traccia la semiretta di origine B e passante per O e denominala r.
Traccia la retta per A perpendicolare ad AB e denominala s.
Denomina D il punto di intersezione di r ed s.
Traccia la perpendicolare al lato AD passante per il punto D: denominala t.
Traccia la perpendicolare al lato AB passante per il punto B: denominala z.
Denomina C il punto di intesezione di t e z.
9. ABCD e il rettangolo che soddisfa le richieste.
Sapresti individuare altre modalita per esequire questa stessa costruzione?

NS L

Procedura 4.12. Costruisci il quadrato di lato ABCD di lato AB assegnato:
1. Traccia il segmento AB.
Traccia la circonferenza con centro in B e passante per A.
Traccia la perpendicolare al lato AB passante per B e denominala r.
Denomina con C uno dei due punti di intersezione della circonferenza con la retta r.
Traccia la perpendicolare per C al lato BC e denominala s.
Traccia la perpendicolare per A al lato AB e denominala t.
Denomina D l'intersezione fra la retta s e la retta t.
8. ABCD e il quadrato che soddisfa le richieste.
Con questa costruzione quanti quadrati ABCD, secondo le richieste, & possibile costruire? Sapresti
individuare altre modalita per eseguire questa stessa costruzione?

NSO W

Procedura 4.13. Costruisci il quadrato di assegnata diagonale:
1. Traccia il segmento AB.
Costruisci il punto medio M.
Traccia la circonferenza con centro M e passante per A.
Traccia la perpendicolare al segmento AB passante per il punto M:denominala r.
Denomina con H e K'i due punti di intersezione fra la retta v e la circonferenza.
I quadrilatero non intrecciato AHBK é il quadrato richiesto, di diagonale data AB.

S
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4.5 Esercizi

4.5.1 Esercizi riepilogativi

4.1. Quali tra le seguenti sono proprieta del parallelogrammo?

a) Ciascuna diagonale lo divide in due triangoli uguali
b) Gli angoli opposti sono uguali

c) Tuttiilati sono uguali

d) Gli angoli sulla base sono uguali

e) Le diagonali sono perpendicolari

f) Gli angoli sono tutti congruenti

=l=l=l=l=]=]=]
=l=[==[=]=]~

g) Le diagonali sono anche bisettrici

[A)V, bV, ooF d)F eF f

s
g
N
ez

4.2. Vero o Falso?

a) Un quadrilatero che ha i lati consecutivi a due a due congruenti € un deltoide |V
b) Un quadrilatero che ha una sola coppia di lati opposti uguali & un trapezio
c¢) Il trapezio scaleno ha tutti i lati diversi tra di loro per lunghezza
d) Gli angoli adiacenti alla base maggiore di un trapezio rettangolo sono

uno retto e uno acuto
e) Un trapezio scaleno puo avere due angoli opposti ottusi

f) In un trapezio isoscele gli angoli adiacenti alla base minore sono ottusi
g) In un trapezio isoscele sono congruenti le proiezioni dei lati

obliqui sulla base maggiore
h) Le diagonali di un deltoide si incontrano nel loro punto medio comune
i) Nel parallelogramma gli angoli adiacenti allo stesso lato sono supplementari
j) Una delle diagonali divide il parallelogramma in due triangoli isosceli

k) Se le diagonali si dividono a meta allora il quadrilatero & un parallelogramma
1) Le diagonali del rombo sono anche bisettrici
m) Se un parallelogramma ha le diagonali uguali allora & un quadrato
n) Un parallelogramma che ha un angolo retto & un rettangolo
0) Un parallelogramma che ha due lati consecutivi congruenti € un quadrato
p) Un quadrilatero con due lati opposti congruenti & un trapezio
q) Il rombo & anche un rettangolo
r) Il rombo e anche quadrato
s) Il rettangolo & anche parallelogrammo
t) Il quadrato & anche rombo
u) Il trapezio & anche parallelogrammo

T I I Y
=== === === = ===l == (=== =]

v) Alcuni rettangoli sono anche rombi

[@E BE 9V, OV, oF HV, gV, WE )V, )E WE DV, m)
oV, PE @F nE sV, 9V, wE v)V]

es|
2
<
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Dimostra le seguenti proprieta

4.3. In un triangolo ABC prolunga la media-
na AM di un segmento MD congruente ad
AM. Dimostra che il quadrilatero ABCD & un
parallelogramma.

4.4. Sia ABCD un parallelogramma, siano M,
N, O e P i punti medi dei lati. Dimostra che
MNOP e un parallelogramma.

4.5. Nel parallelogramma ABCD si prendono
sui lati opposti AB e CD i punti E ed F tali che
AE sia congruente a CF. Dimostra che anche
AECF e un parallelogramma.

4.6. Di un triangolo ABC prolunga i lati AB e
CB rispettivamente di due segmenti BD e BE
tali che AB = BD e CB = BE. Dimostra che
ACDE é un parallelogramma.

4.7. Dato un parallelogramma ABCD prolun-
ga il lati nel seguente modo: CD di un seg-
mento DE, DA di un segmento DF, AB di un
segmento BG, BC di un segmento CH. Dimo-
stra che se DE = AF = BG = CH allora EFGH
e anche un parallelogramma.

4.8. Dato un segmento AB, sia M il suo punto
medio. Traccia rispettivamente da A e da B
le rette v ed s parallele tra loro. Dal punto M
traccia una trasversale t alle due rette che in-
contra v in C ed s in D. Dimostra che CADB
¢ un parallelogramma.

4.9. Dimostra che in un parallelogramma
ABCD i due vertici opposti A e C sono
equidistanti dalla diagonale BD.

4.10. Che tipo di quadrilatero si ottiene
congiungendo i punti medi dei lati di un
rombo?

4.11. Che tipo di quadrilatero si ottiene
congiungendo i punti medi dei lati di un
rettangolo?

4.12. Se un trapezio ha tre lati congruenti, le
diagonali sono bisettrici degli angoli adiacenti
alla base maggiore.

Capitolo 4. Quadrilateri

4.13. Dimostra che un rombo & diviso da
una sua diagonale in due triangoli isosceli
congruenti.

4.14. Nel parallelogramma ABCD sia M il
punto medio di AB ed N il punto medio di
DC. Sia P il punto di intersezione di AN con
DM e Q il punto di intersezione di CM con
BN. Dimostra che PNAM é un rombo.

4.15. Dimostra che se un rombo ha le
diagonali congruenti allora & un quadrato.

4.16. Dimostra che congiungendo i punti
medi dei lati di un rettangolo si ottiene un
rombo.

4.17. Inun trapezio ABCD la diagonale AC &
congruente alla base maggiore AB. Sia M il
punto medio del lato obliquo BC. Prolunga
AM di un segmento ME congruente ad AM.
Dimostra che ABEC & un rombo.

4.18. Nel trapezio isoscele ABCD con la ba-
se maggiore doppia della base minore, uni-
sci il punto medio M di AB con gli estremi
della base DC. Dimostra che AMCD ¢ un
parallelogramma.

4.19. Nel trapezio isoscele ABCD i punti M e
N sono rispettivamente i punti medi delle basi
AB e DC. Dimostra che MNCB é un trapezio
rettangolo.

4.20. Siano M e N i punti medi dei lati obliqui
di un trapezio isoscele ABCD. Dimostra che
BCMN e un trapezio isoscele.

4.21. Dimostra che le proiezioni dei lati obli-
qui di un trapezio isoscele sulla base maggiore
sono congruenti.

4.22. Nel triangolo isoscele ABC, di base BC,
traccia le bisettrici agli angoli adiacenti al-
la base. Detti D ed E i punti di incontro di
dette bisettrici rispettivamente con AC e AB,
dimostra che EBCD e un trapezio isoscele.

4.23. Dato un quadrato ABCD di centro O,
siano H e K due punti sulla diagonale AC
simmetrici rispetto ad O. Dimostra che il
quadrilatero BHDK & un rombo.
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4.24. Le diagonali di un trapezio isoscele divi- 4.25. Sia AD bisettrice del triangolo ABC. Da

dono il trapezio in quattro triangoli, dei quali D traccia le parallele ai lati AB e AC, detto

due triangoli sono isosceli e aventi gli ango- E il punto di intersezione del lato AC con la

li ordinatamente congruenti, mentre gli altri parallela ad AB ed F il punto di intersezione

due triangoli sono congruenti. del lato AB con la parallela ad AC, dimostra
che AEDF e un rombo.

4.26 (Prove invalsi 2003). II quadrilatero nella figura a
fianco & simmetrico rispetto alla retta AC. Sapendo che
BAC =30° e CDA = 70°, quanto vale BCD?

a) 140°;
b) 150°;
c) 160°;
d) 165°;
e) Le informazioni sono insufficienti. A

[c]

4.27 (Prove invalsi 2003). Quale fra le seguenti proprieta & falsa per tutti i parallelogrammi?

a) Ilati opposti sono uguali.

b) Gli angoli adiacenti sono supplementari.

¢) Gli angoli opposti sono supplementari.

d) Ilati opposti sono paralleli.

e) Le diagonali si dimezzano scambievolmente.

[c]

4.28 (Prove invalsi 2004). Quale tra le seguenti affermazioni riferite ad un parallelogramma
qualsiasi e FALSA?

a) Ilati opposti sono paralleli.

b) Le diagonali sono uguali.

¢) Gli angoli opposti sono uguali.

d) Ogni diagonale divide il parallelogramma in due triangoli uguali.

[c]

4.29 (Prove invalsi 2005). Quale tra le seguenti affermazioni relative ad un rombo & FALSA?

a) Non ha i lati opposti paralleli. ¢) Ha gli angoli opposti uguali.
b) Ha tuttiilati uguali. d) Ha le diagonali perpendicolari.

[a]
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4.30 (Prove invalsi 2005). Quale fra le seguenti condizioni & sufficiente affinché un quadrilatero
sia un rettangolo?

a) Ilati opposti uguali e un angolo retto. c) Ilati opposti siano paralleli.
b) Le diagonali si dividano a meta. d) Le diagonali uguali e un angolo retto.

[a]

4.31 (Prove invalsi 2006). Quale fra le seguenti affermazioni ¢ vera? Il quadrilatero avente i
vertici nei punti medi dei lati di ...

a) ... unrettangolo qualsiasi & sempre un quadrato.
b) ... un trapezio isoscele qualsiasi & un rettangolo.

¢) ... un quadrilatero qualsiasi & un parallelogramma.
d) ... un quadrato & un rombo, ma non un quadrato.

[c]
4.32 (Prove invalsi 2007). Quale fra le seguenti affermazioni e falsa?

a) Ogni rettangolo & anche un rombo.

b) Ogni rettangolo & anche un parallelogramma.
¢) Ogni quadrato e anche un rombo.

d) Ogni rettangolo ha le diagonali uguali.

[a]

4.33 (Prove invalsi 2007). E dato un quadrilatero con le diagonali perpendicolari che si
dimezzano scambievolmente.

Alberto afferma: «Di sicuro si tratta di un quadrato.»

Barbara afferma: «Non & detto che sia un quadrato, ma di sicuro € un rombo.»

Carla afferma: «Non e detto che sia un quadrato, ma di sicuro e un rettangolo.»

Daniele afferma: «Si tratta certamente di un quadrilatero a forma di aquilone.»

Chi ha ragione?

a) Alberto; b) Barbara; c) Carla; d) Daniele.

[b]



Equiestensione e aree

5.1 Estensione superficiale

Il tangram & un antichissimo gioco cinese. Il nome con cui lo conosciamo si pensa derivato
dall’'unione della parola tang o tan, che significa cinese, e gram che significa immagine. Antica-
mente in Cina era chiamato “schema intelligente a sette pezzi” o anche “le sette pietre della
saggezza” poiché si riteneva che la padronanza del gioco fosse la chiave per ottenere saggezza
e talento. Il gioco & costituito da un quadrato ritagliato in 7 pezzi poligonali aventi in comune
solo punti del loro contorno (figura 5.1).

FIGURA 5.1: Il gioco del tangram

I pezzi possono essere disposti e accostati gli uni agli altri senza sovrapposizioni in modo
da ottenere una grande varieta di figure; la regola base & che devono essere utilizzati tutti i
7 pezzi. Si possono cosi formare alcuni disegni come mostrato nella figura 5.2.

Potete osservare che si forma un poligono quando i singoli pezzi vengono accostati
mediante un lato: 'uomo seduto € un poligono, ma non la candela; i due poligoni rappresentati
sono 1'uno concavo e l'altro convesso.

Con tuttii7 pezzi del gioco si possono costruire 13 poligoni convessi, compreso il quadrato
iniziale, provate a costruirli: fotocopiate la pagina precedente e ritagliate i 7 pezzi del tangram.

83
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(/\\ poligono concan \._: ')
E,
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paligono convesso

FIGURA 5.2: Alcune figure realizzabili con il tangram

Evidentemente i 13 poligoni che avrete costruito non sono congruenti, né hanno la stessa
forma; potete dire che sono formati dalle stesse parti poligonali, ciascuno puo cioe essere
pensato come unione dei tan aventi in comune almeno un punto del loro perimetro, ma nessun
punto interno.

Definizione 5.1. Con somma di due figure piane X e Y, non aventi punti comuni o aventi in
comune solo punti del loro contorno, intendiamo la figura Z unione dei puntidi Xe Y e la

indicheremo con

Diremo inoltre che X ¢ la differenza tra Z e Y e scriveremo

X=7Z-Y

Definizione 5.2. Due poligoni p; e pp sono equicomposti se sono formati dalle stesse parti
poligonali (figure piane). Sono equiscomponibili se & possibile decomporre uno di essi in un
numero finito di parti poligonali con le quali si possa ricoprire 'altro. In simboli

che si legge “p; equicomposto py”

Tutte le figure poligonali costruite con i pezzi del tangram py, py, ... sono dunque
poligoni equicomposti, ma possono anche essere considerati poligoni equiscomponibili, quindi
Eéem%io 5.1. Ritagliate da un quadrato i quattro triangoli
rettangoli isosceli che si ottengono tracciando le sue diagonali
(fotocopia e ritaglia la figura a fianco). Disponendo fianco
a fianco i triangoli ottenuti in modo che i due lati comuni 1 3
abbiano la stessa lunghezza, si ottengono 14 figure diverse.
Due di esse sono riportate nella figura 5.3. Realizzate tutte le
altre figure.

Le figure ottenute sono ............ perché sono formateda ............
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FIGURA 5.3: Alcune figure realizzabili (esempio 5.1)

(da: Prova di allenamento della gara di “Matematica senza frontiere” del 9/02/1994)

Definizione 5.3. Diciamo che due qualunque poligoni p; e p, appartenenti alla stessa classe
sono equivalenti e useremo la scrittura p; = py per esprimere questa caratteristica (equi-
valenza per scomposizione); essi hanno una caratteristica comune che chiamiamo estensione
superficiale (ES).

I poligoni costruiti con i pezzi del tangram appartengono alla stessa classe di equivalenza;
essi sono dunque poligoni equivalenti e hanno la stessa estensione superficiale del quadrato
iniziale. Anche i 14 poligoni realizzati nell’esempio 5.1 appartengono alla stessa classe di
equivalenza; essi sono dunque poligoni equivalenti e hanno la stessa estensione superficiale
del quadrato assegnato.

A

U Osservazione Sin dalla scuola elementare avete usato termini come “superficie”, “esten-
sione” e “area” quando vi siete accostati allo studio dei poligoni, probabilmente ritenendoli
sinonimi. Lo studio di una particolare relazione di equivalenza vi ha mostrato che il concetto
di estensione di un poligono si ottiene attraverso il procedimento di passaggio al quoziente
nell’insieme dei poligoni piani.

Definizione 5.4. Chiamiamo area di un poligono p il numero reale positivo A(p) che
esprime la misura della sua estensione superficiale.

Possiamo concludere che ad ogni classe di equivalenza, generata con la relazione «essere
equicomposti» o «essere equiscomponibili», pud essere associato un numero: 'area della
figura scelta come rappresentante della classe di equivalenza. In tal modo trasformeremo
una relazione di equivalenza tra poligoni, espressa con il simbolo = in una relazione di
uguaglianza tra numeri. Ad esempio, riferendoci ai poligoni costruiti con i pezzi del tangram
possiamo trasformare la relazione di equivalenza p; = pp = p3 = ... in un’uguaglianza tra le
aree scrivendo A(p1) = A(p2) = Alp3) =...

5.2 Poligoni equivalenti

Premettiamo alcuni assiomi:

1. Poligoni congruenti sono equivalenti.
2. Un poligono non e equivalente ad una sua parte propria.
3. Somma e differenza di poligoni equivalenti originano poligoni equivalenti.
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Teorema 5.1. Due parallelogrammi aventi rispettivamente congruenti le basi e le rispettive altezze,
sono equivalenti.

Nella figura sottostante sono rappresentati alcuni degli infiniti parallelogrammi aventi
basi e altezze congruenti; le loro basi appartengono a rette parallele.
Ipotesi: AB = EF = IJ, DM L AB, HN L EF,LO L IJ, DM = HN = LO.
Tesi: ABCD = EFGH = IJLK.

A M B E FN I ] 0O

Si tralascia la dimostrazione. Alcuni esempi saranno offerti con le pit1 semplici dimostra-
zioni dei corollari.

Corollario 5.2. Ogni parallelogramma é equivalente al rettangolo avente un lato congruente alla
sua base e 'altro lato congruente alla sua altezza.

Ipotesi: AB = EF, CF L AB, CK = HE.
Tesi: ABCD = EFGH.

D C H G

A K B E F

Dimostrazione. Dal vertice D tracciamo l’altezza DL relativa
alla base AB; il quadrilatero DLKC & un rettangolo congruen-
te a EFGH; dimostrando che ABCD = DLKC si ottiene la tesi.
Completate la dimostrazione.

Osserviamo che ABCD & compostoda............. e DLKCe
compostoda............ Consideriamo i triangoli ............
Sono congruenti perché ............ quindi............ O

L A K B

Il teorema 5.1 e il suo corollario 5.2 ci assicurano che i parallelogrammi aventi rispetti-
vamente congruenti le basi e le relative altezze formano una classe di equivalenza avente
come rappresentante il rettangolo che ha un lato congruente alla base del parallelogramma e
I'altro lato congruente alla sua altezza. Possiamo quindi affermare che ABCD = EFGH =

AABCD = AEFGH-
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Teorema 5.3. Un triangolo é equivalente ad un parallelogramma avente:

a) base congruente alla meta della base del triangolo e altezza congruente all’altezza del triangolo,
oppure
b) base congruente alla base del triangolo e altezza congruente alla meta dell’altezza del triangolo.

Nella figura sono rappresentati il triangolo ABC, il parallelogramma DEFG avente base
congruente alla meta della base del triangolo e altezza congruente all’altezza del triangolo, il
parallelogramma IJLM avente altezza congruente alla meta dell’altezza del triangolo e base
congruente alla base del triangolo.

Ipotesi: AB L CH, DE = JAB, GK L DE, GK = CH, IJ = AB, MN L IJ, MN = 1CH.
Tesi: a) ABC = DEFG; b) ABC =IJLM.

C G F
A ' / |
A H B D x E I N J

Dimostrazione.

Caso a.

Dal punto medio T della base AB tracciamo la parallela al lato C /R
AC che incontra CB in S; dal vertice C tracciamo la parallela

alla base AB che interseca in R la retta ST; il parallelogramma S

ATRC soddisfa le ipotesi del caso a) ed & equivalente a DEFG

per il teorema 5.1. Confrontiamo il triangolo e il parallelo-

gramma: possiamo pensare ABC composto da CATS + BST A T B

e ATRC composto da CATS + CSR.

Se dimostriamo la congruenza dei triangoli CSR e BST potremo concludere che triangolo e pa-
rallelogramma, essendo equicomposti, sono equivalenti. TB = CRinfatti............ SB=CS

infatti ............ TBS = SCRinfatti ............ Allora per il primo criterio di congruenza
TBS = SCR e quindi ATRC = BST.

Caso b.

Dal punto medio V dell’altezza CH tracciamo la parallela alla
base AB che interseca i lati AC e BC rispettivamente in W
e Z; da B tracciamo la parallela al lato AC che interseca la
retta WZ in U; il parallelogramma AWUB soddisfa le ipo-
tesi del caso b) ed ¢ equivalente a IJLM per il teorema 5.1.
Confrontiamo il triangolo e il parallelogramma: possiamo
pensare ABC compostoda......... e AWUB composto da
......... Se dimostriamo la congruenza dei triangoli CWZ e
ZBU potremo concludere che triangolo e parallelogramma,
essendo equicomposti, sono equivalenti. CW = ... infatti
............ CZ= .. infatti........... ... = ZBU infatti
............ Pertanto............
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O
Corollario 5.4. I triangoli aventi la stessa base e la stessa altezza sono equivalenti.

Lasciamo al lettore la dimostrazione di questa proprieta.

I1 teorema 5.3 e il suo corolla-
rio (5.4) ci assicurano che i triangoli C K J
aventi rispettivamente congruenti
la base e la rispettiva altezza forma- G F
no una classe di equivalenza avente
come rappresentante il rettangolo
con un lato congruente alla base del A L B D E H I
triangolo e l'altro lato congruente a
meta della sua altezza, oppure un
lato congruente all’altezza del triangolo e l'altro lato congruente a meta della base.
Ipotesi: CL L AB, DE = AB, DG = 1CL, KH = CL, HI = 1AB.
Tesi: ABC = DEFG = HUK = AABC = ADEFG = AHI]K-

Teorema 5.5. Un trapezio e equivalente a un triangolo avente per base la somma delle basi del
trapezio e per altezza la stessa altezza.

Ipotesi: EF = AB+ CD, DH L AB, GI L EF, GI = DH.
Tesi: ABCD = EFG.

,_444444444
-

A H B E

Dimostrazione. Prolunghiamo la base AB del segmento BP
congruente a DC e congiungiamo D con P. APD e un trian-
golo equivalente a EFG avendo stessa base e stessa altezza,

quindi basta dimostrare che ABCD = APD. Confrontia- D‘ ¢

mo il trapezio e il triangolo: possiamo pensare ABCD com- :

postoda ............ e APD composto da ............ Se 1 Q
dimostriamo la congruenza dei triangoli ............ potre- !

mo concludere che trapezio e triangolo, essendo equicom- A }‘{ B o p

posti, sono equivalenti. I due triangoli sono congruenti
perché hanno ............ Possiamo quindi affermare che
ABCD =APD = AagcDp =AAPD- O

Pertanto, utilizzando il teorema 5.3 e il suo corollario (5.4) possiamo sempre determinare il
rettangolo equivalente a un trapezio dato.
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5.3 Aree dei principali poligoni

Per area di una qualunque figura piana intendiamo il numero reale che esprime la misura
dell’estensione superficiale della figura data.

Per calcolare le aree dei principali poligoni si ricava per prima 1’area del rettangolo e poi,
basandosi sui teoremi relativi all’equivalenza delle figure piane, da questa si ricavano le aree
di altri poligoni fondamentali.

5.3.1 Area del rettangolo

Teorema 5.6. L'area del rettangolo e data dal prodotto della misura delle sue dimensioni

5.3.2 Area del quadrato

Poiché il quadrato € un particolare rettangolo avente le dimensioni congruenti tra loro,
b = h =1, anche la sua area si calcolera in modo analogo a quella del rettangoloA =b-h =1-1

ovvero

Dunque 'area del quadrato e data dal quadrato del lato.

5.3.3 Area del parallelogramma

Ricordando il teorema 5.1 sull’equivalenza tra parallelo-
grammi, secondo il quale due parallelogrammi sono equiva-
lenti quando hanno un lato (base) e I’altezza ad esso relativa
tra loro congruenti, da cui deriva il corollario 5.2 che un pa-
rallelogramma & equivalente ad un rettangolo avente base ed
altezza congruenti a quelle del parallelogramma stesso, € imme-
diato dedurre che anche 'area del parallelogramma si calcola
moltiplicando un lato, ritenuto la base, per 'altezza ad esso relativa, cioe

A=b-h

5.3.4 Area del triangolo

Anche in questo caso ci si deve rifare al teorema 5.3 sull’equivalenza tra un triangolo e un
parallelogramma «Un triangolo & equivalente ad un parallelogramma avente come base meta
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della base del triangolo ed altezza congruente a quella del triangolo». Appare allora evidente
che Iarea del triangolo &

dove b/2 ¢ la base del parallelogramma ad esso equivalente.

5.3.5 Area del trapezio

Sempre dai teoremi sull’equivalenza, sappiamo che «Un trapezio € equivalente ad un
triangolo la cui base € congruente alla somma delle basi del trapezio e la cui altezza ad essa
relativa e congruente all’altezza del trapezio» (teorema 5.5). Dunque l'area del trapezio sara

_B+b

A
2

h

dove B + b & la somma delle basi del trapezio, e quindi (B 4+ b)/2 & la base del triangolo ad
esso equivalente.

5.3.6 Area del rombo

Poiché il rombo & un particolare parallelogramma,
la sua area si trova moltiplicando uno dei suoi lati per
l'altezza ad esso relativa, cioe A =1-h. Possiamo pero
notare che un rombo si puo considerare come la meta
di un rettangolo le cui dimensioni sono congruenti
alle diagonali del rombo (D e d). Come si puo facil-
mente dimostrare, le due diagonali dividono il rombo
in quattro triangoli rettangoli congruenti ai quattro
triangoli rettangoli esterni al rombo, e quindi il rombo
e equivalente alla meta del rettangolo, per cui la sua
area puo essere espressa come

D-d
A=——
2

Si puo inoltre dimostrare, in maniera del tutto analoga a quanto precedentemente descritto,
che l'area di un qualsiasi quadrilatero che abbia le diagonali perpendicolari & determinabile in
questo modo.

5.4 Teoremi di Pitagora e di Euclide

Teorema 5.7 (Primo teorema di Euclide). In un triangolo rettangolo, il quadrato costruito su un
cateto e equivalente al rettangolo ch